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Resume. — Soit F un corps totalement reel, v une place de F non ramifiee di- 
visant p et p : Gal(Q/F) — > GL2(F p ) une representation continue irreductible dont 
la restriction p|Gai(T^/F„) eSTl reductible et sufnsamment generique. Si ~p est modu- 
laire (et satisfait quelques conditions techniques faibles) , nous montrons comment 
retrouver l'extension correspondante entre les deux caracteres de G&\(F V /F V ) en 
terme de Taction de GL 2 (F„) sur la cohomologie modulo p. 

Abstract. — Let F be a totally real field, v an unramified place of F dividing 
p and p : G&\(Q/F) — > GL2(F p ) a continuous irreducible representation such that 
/o|Gal(P\7/F„) ^ s reducible and sufficiently generic. If ~p is modular (and satisfies some 
weak technical assumptions) , we show how to recover the corresponding extension 
between the two characters of G&\(F V /F V ) in terms of the action of GI^-Fl,) on 
the cohomology mod p. 
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1. Introduction 

Soit F un corps totalement reel, v une place de F divisant p et F v le complete de 
F en v, le H l etale modulo p de tours de courbes de Shimura sur F de niveau en v 
arbitrairement grand fournit des representations lisses de GL 2 (F V ) sur ¥ p que l'on 
aimerait comprendre. Si / est une forme de Hilbert propre pour les operateurs de 
Hecke de representation galoisienne modulo p associee p^ irreductible, on aimerait 
par exemple deja savoir decrire la partie p^-isotypique de ces representations de 
GL 2 (F V ). Ceci est chose faite lorsque F v = Q p (au moins lorsque F = Q [19|, 
mais cela devrait s'etendre a tout F) mais demeure largement mysterieux lorsque 
F V ^Q P . 

Une des premieres tentatives a ete de comprendre les representations de 
GL 2 (Cf„) apparaissant (a multiplicity pres) dans le GL 2 (C ) F,J-socle de cette par- 
tie pj-isotypique : dans [8], les auteurs donnent une liste conjecturale explicite de 
ces "poids de Serre" lorsque F v est une extension non ramifiee de Q p , conjecture 
qui vient d'etre completement demontree par Gee et Kisin ([24], voir aussi le 
travail a venir de Newton). Cette liste ne depend que de la representation locale 
Pf\Gai(K/F v ) m 6me seulement de sa restriction a l'inertie). A la suite de [8], 
des representations lisses admissibles de GL 2 (F V ) sur ¥ p avec les GL 2 (C ) _F t ,)-socles 
de [8] ont ete construites dans [5] de maniere purement locale en supposant 
P/loai^/iO suffisamment generique. Des resultats partiels dans le cas de varietes 
de Shimura compactes a l'infini (cf. [3]), des calculs informatiques de Dembele 
(dans le meme cadre, cf. [15] ) et des resultats a venir d'Emerton, Gee et Savitt 
montrent que Ton peut s'attendre a ce que la partie pj-isotypique ci-dessus 
contienne l'une des representations de [S] (lorsque Pf\Gai(K/F v ) es ^ generique). 
Mais l'une des nouveaute de [5] est que, des que F v ^ Q p (avec F v non ramifiee), 
alors il y a enormement de representations lisses admissibles de GL 2 (F V ) sur 
F p de socle fixe (celui correspondant a Pf\Gai(FZ/F v ))- P^ us precisement, dans 
les "diagrammes" que contiennent les representations de [5j apparaissent de 
multiples "parametres" dont le nombre grossit exponentiellement avec le degre 
[F v : Q p ] et dont les valeurs sur la partie pj-isotypique ci-dessus (supposee 
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contenir Fun de ces diagrammes) sont pour la purpart a ce jour mysterieuses (par 
exemple, on ignore si toutes sont locales, i.e. ne dependent que de P/lcai^/p;,))- 

Du cote representations de Galois, il n'y a pas de parametres nouveaux 
qui apparaissent lorsque Ton passe de Gal(Q p /Q p ) a Ga\(F v /F v ), sauf si la 
representation de Gal(F„/ F v ) est une extension non scindee entre deux ca- 
racteres : on sait en effet que l'espace de ces extension est generiquement de 
dimension [Ft, : Q p ] sur F p . Une question naturelle se pose alors : est-ce que 
parmi les nombreux parametres qui apparaissent cote GL 2 (F„) il s'en trouve 
au mo ins quelques uns dont les valeurs determinent completement 1 'extension 
entre les deux caracteres de la representation de G&\(F V /F V ) lorsque celle-ci est 
(generique) reductible non scindee ? Le but de cet article est de montrer que 
oui : lorsque T> f\Q&\(K / f v ) es ^ generique reductible, nous montrons d'une part 
que certains des parametres de [5] cote GL 2 (F V ) sont bien definis (sans aucune 
conjecture) sur la partie p^-isotypique du H 1 etale ci-dessus, et d'autre part que 
leurs valeurs permettent de retrouver effectivement l'extension precise entre les 
caracteres de Pf\Ga,i(K/F v )- Notons que ce genre de result at n'a d'equivalent ni 
modulo £ 7^ p (puisque generiquement il n'y a pas d'extension non scindee entre 
deux caracteres de Gal(F v /F v ) modulo t ^ p) ni modulo p pour Gal(Q p /Q p ) 
(puisque generiquement il y a alors une seule extension non scindee). 

Enongons maintenant plus precisement les resultats principaux de l'article. 
On suppose done F v non ramifiee et on note k v son corps residuel. On fixe 
une representation continue, irreductible, totalement impaire p : Gal(Q/F) — > 
GL 2 (F P ) et on suppose que p\q & \(fZ/f v ) es ^ reductible generique, c'est-a-dire de la 
forme (quitte a tordre par un caractere) : 



P\Ga.\{F v /F v ) 



oil r„ iCr e {0, • • • ,p — 3} (non tous egaux a ou a p — 3), w ff est le caractere 
fondamental de Serre associe au plongement a et nr„,nr^ des caracteres non 
ramifies. On peut alors decrire explicitement plcai^/i^) P ar ^ e truchement de 
son module de Fontaine-Laffaille contravariant : 

J"| (M CT = f> CT © %f a , Fir-' CT+1 M CT = %f a ) 

avec |^ +i(r) = ^ Ar ^ +X ^ n »"«.,A,EF f et *„ e 
F p . Maintenant, on suppose p modulaire, c'est-a-dire : 

7r D (p) d =Hom^ Gal( Q /f)] (p,lim^ 1 t (X l7 Q,F p )(l)J ^ 

u 
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oil (Xu)v est une tour de courbes de Shimura sur F associee a une algebre 
de quaternions D sur F deployee en une seule des places infinies de F ainsi 
qu'aux places divisant p (U parcourant les sous-groupes ouverts compacts de 
(D ®z Z) x ). Sous quelques hypotheses techniques sur p (que nous n'avons pas 
cherche a optimiser, cf. debut du § 13.31) . on peut utiliser Taction de (D £g>^ Z) x 
sur 7T£)(p) aux places differentes de v pour definir un "facteur local" itd,v(p) en 
v qui est une representation lisse admissible de (D ® F F v ) x = GL 2 (-F„) sur ¥ p 
(mais dont on ignore si elle ne depend que de p\Gai(K/F v ))- Notons que Ton ne 
dispose pas ici a priori d'une factorisation de n D (j)) "a la Flath" (bien que cela soit 
conjecture, cf. [H Conj.4.7] et le § !3.ip . d'ou la necessite de definir soigneusement 
ce facteur local ttd,v(p)- 

Si J est un sous-ensemble des plongements de k v dans F p , on definit la "frontiere 
de J" F(J) comme l'ensemble des plongements a : k v ¥ p tels que ou bien 
a G J et a o ip^ 1 ^ J, ou bien a ^ J et a o (p^ 1 G J ou <p est le Frobenius usuel 
x x p sur k v . Notons l{Op v ) le sous-groupe de GL 2 ((9f„) des matrices triangu- 
laires superieures modulo p et li(Op v ) C \{Op v ) celui des matrices unipotentes 
superieures modulo p. Le premier theoreme associe a ttd,v{p) certains invariants 
x(J) de F p X qui apparaissent naturellement dans les diagrammes de [3 § 13] 
(bien qu'ils n'y soient pas explicites). 

Theoreme 1.1. - - Soit J tel que F(J) fl {a,x v a = 0} = 0. II existe a scalaire 
pres un unique vecteur v G ttd v(j>) ll<y ° ^ n on nul sur lequel \{Op v ) agisse par le 
mracteren.ej^-'n^j^'^n^j^-n^j^- 1 deI(0 Fv )/h(0 Fv ) = k*xk* 
et un unique element x(J) G ¥ p tel que Von ait I'egalite dans 7Td,v(p) '■ 

E(n^r i -"-)( 1 : 1 j)g ;)»-wE(n^-'i( [ ? j)« 

oil [s] est le representant multiplicatif de s dans Op v . 



Lorsque {a,x VtU = 0} = 0, les invariants x(J) ci-dessus sont les seuls invariants 
de [5], mais il en apparait bien d'autres lorsque {a, x V;(T = 0} ^ 0. Les resultats 
de [5] montrent par ailleurs que Ton peut construire des representations lisses 
admissibles de GL 2 (F V ) sur ¥ p avec le GL 2 (0_Fj-socle correspondant a p|Gai(iVF„) 
et des valeurs presque quelconques de ces invariants x(J) (voir § 12.6ft . de sorte que 
les valeurs prises par les scalaires x(J) du theoreme 11.11 ne peuvent pas du tout 
etre predites a priori. Le deuxieme theoreme donne ces valeurs precises. 
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Theoreme 1.2. — Soit J tel que F(J) R {a, x Vi(7 = 0} = 0, on a : 

<J) = - ( II II M " l g °S' J ; : ^ ^ x • 

En particulier, on voit que ces valeurs sont locales, i.e. ne dependent que de 
P\Gai(Fv/Fv)' ce ^ n '6tait pas evident a priori. Notons que les scalaires a Vj(T , (3 v ^ a et 
a^cr ne sont pas definis de maniere unique (comme le lecteur peut immediatement 
le voir en faisant un changement de base sur M a qui respecte les structures), mais 
on peut verifier directement que les scalaires x(J) du theoreme 11.21 ne dependent 
pas des choix faits. En particulier, on peut supposer tous les a v>a (resp. j3 v>a ) 
egaux a 1 sauf un, donne alors par nr^p -1 ) (resp. nr^fjr 1 )) et, quitte a faire un 
changement de base, on peut egalement supposer que l'un des x VtC vaut 1 (du 
moins s'il existe un x V)(7 non nul, mais dans le cas contraire ploaifFU/^) es ^ scm dee 
et les invariants x(J) donnes par les theoremes ci-dessus se limitent a nv v (p) et 
m' v (p)). Le lecteur pourra alors verifier, en prenant par exemple des J de la forme 
{a, a o (p, ■ ■ ■ jaotfii} pour a et j convenables, que Ton retrouve facilement les 
valeurs de tous les autres x v>tr non nuls a partir des valeurs des x(J) du theoreme 

o 

Disons quelques mots sur les preuves des theoremes 11.11 et 11.21 Le coeur du 
theoreme 11.11 est de montrer que le poids de Serre ® cr; fc. u c_ s .f^(Sym r " ,tT ¥ p ) a (voir 
§ 12.11 pour les notations) apparait avec multiplicite un dans le GL 2 (0F„)-socle 
de itd,v(p) (le fait qu'il apparaisse etait essentiellement deja connu). Cela se 
demontre en utilisant les techniques de multiplicite un issues de la methode de 
Taylor-Wiles comme inaugure par Fujiwara ( |21j ) et Fun d'entre nous ( |16j ). Un 
deuxieme ingredient essentiel est que la representation de GL 2 (0_f„) sur ¥ p : 

ii ii » n^-n^ 1 ) 

n'a qu'un seul de ses constituants qui apparait dans ce GL 2 (C ) F l ,)-socle : a savoir 

2 

le poids de Serre ® -(Sym r "' CT ¥ p ) CT ci-dessus. Cela se deduit par exemple di- 
rectement de [24] et d'un calcul facile (mais peut aussi se demontrer de maniere 
plus elementaire sans utiliser [24J). Une fois ces deux ingredients disponibles, 
l'existence de x(J) se ramene essentiellement a de la theorie des representations 
(cf. proposition 12.6. ip . 

Le coeur du theoreme 11.21 est un calcul local cote Gal(F v /F v ) et un autre 
cote GL 2 (F V ). Cote GaX(F v /F v ), on calcule la reduction modulo p des valeurs 
propres du Frobenius (multipliees par les bonnes puissances de p) sur les modules 
de Dieudonne des representations potentiellement Barsotti-Tate de Gal{F v /F v ) 
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de donnee de descente [YlaeJ u * ^^j^'l © [UaeJ^Ua^a *] relevant 
pIgsixCfZ/Fv) (N es * ^ e re P r esentant de Teichmuller) . Cote GL 2 (F„), on calcule 
la reduction modulo p d'un scalaire x(J) G Z p defini essentiellement comme le 
scalaire x(J) du theoreme 11.11 mais a l'interieur de la serie principale lisse usuelle 
en caracteristique associee (par la correspondance de Langlands locale clas- 
sique) a la representation de Weil-Deligne d'une representation potentiellement 
Barsotti-Tate comme ci-dessus, au lieu de la representation tt Dv (p). Comme 
ce calcul fait intervenir les valeurs propres du Frobenius via la compatibilite 
local-global classique Q35J), en mettant bout a bout les deux calculs, on obtient 
la formule du theoreme 11.21 Signalons que ces calculs locaux ont ete etendus 
par Hu ([27]) pour determiner la valeurs de quelques autres parametres de [5] 
analogues aux parametres x(J). 

Au passage, on donne aussi dans le cours du texte un resultat annexe qui a 
un interet independamment des deux theoremes ci-dessus. Meme lorsque D n'est 
pas deployee en v, on peut definir un facteur local hd,v(p)- On montre que cette 
representation de (D £g>F F v ) x est alors toujours de longueur infinie (meme si 
F v = Q p , cf. corollaire I3.5.4p . La preuve utilise l'existence de representations 
irreductibles en caracteristique de dimension (finie) arbitrairement grande de 
(D F v ) x , le calcul de la reduction modulo p des types de Bushnell-Kutzko 
presente en appendice et des arguments de congruence. Evidemment, elle ne 
marche plus si D est deployee en v. 

Passons maintenant brievement en revue les differentes sections de Particle. La 
premiere partie rassemble tous les calculs locaux et la seconde tous les resultats 
globaux (dont les deux theoremes 11.11 et II. 2p . Apres des preliminaires (§ I2.ip . 
on calcule explicitement aux §§ 12.21 et 12.31 le module de Fontaine-Laffaille con- 
travariant de la reduction modulo p de certaines representations potentiellement 
Barsotti-Tate de donnee de descente [U^j^Ua^j^) © [UaeJ^U^j^ 1 ]- 
Au § 12.41 on en deduit le calcul de la reduction modulo p des valeurs propres de 
Frobenius mentionne ci-avant (theoreme 12.4. ip . Au § 12.5} on calcule la reduction 
modulo p des invariants x(J) dans les series principales moderement ramifiees 
provenant des representations potentiellement Barsotti-Tate des §§ 12.21 et 12.31 
(theoreme 12.5. 2p . Au § 12. 6[ on donne des conditions suffisantes pour pouvoir 
definir (abstraitement) des invariants x(J) comme dans le theoreme 11.11 on rap- 
pelle des resultats de [5] et on donne le resultat local sous sa forme finale (corol- 
laire 12.6.51) . Au § 13.11 on introduit le cadre global et la representation 7T£>(p) 
ci-dessus. Au § 13.21 on rappelle (et generalise tres legerement) des resultats de 
Barnet-Lamb, Gee et Geraghty (|23j. pQ, [2]) sur l'existence de representations 
galoisiennes globales modulaires avec certaines conditions locales fixees que l'on 
utilise pour determiner quand 71d(p) est non nul (corollaire I3.2.3p . Au § 13. 3\ on 
definit le facteur local 7Tjj jV (p) precedent. Au § I3.4[ on introduit les anneaux de 
deformations de representations galoisiennes locales et globales qui serviront a la 
preuve du theoreme de multiplicite un. Aux §§ l3.5l et l3T6| on introduit les systemes 
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de Taylor- Wiles dont on a besoin puis on les utilise pour montrer qu'un certain 
module est libre de rang 2 sur l'algebre de Hecke (theoreme I3.6.3[) . Au § 13.71 on 
en deduit le theoreme de multiplicite un (theoreme 13.7. lj) . puis on l'utilise (ainsi 
que tout ce qui precede) pour demontrer les theoremes 11.11 et 11.21 Enfin, en ap- 
pendice, on calcule la semi- simplification modulo p des types de Bushnell-Kutzko 
(ou K-types) pour GL 2 ou pour les unites d'une algebre de quaternions. 

On acheve cette introduction avec quelques notations generates. Dans tout 
le texte, E est une extension finie de Q p qui designe le corps des coefficients, 
Oe est son anneau d'entiers et Ice son corps residuel. On suppose toujours E 
"suffisamment grand" (cela sera explicite dans le corps du texte). Tout ce qui 
est reduit modulo une uniformisante w E de Oe est surligne : par exemple, si 
x G Oe, x est sa reduction dans fc#, si M est un O^-module, M designe M/zue, 
etc. 

On note e le caractere cyclotomique p-adique usuel et u (plutot que e) sa 
reduction modulo p. On note [x] le representant multiplicatif d'un element 
x d'une extension finie de ¥ p . On normalise l'application de reciprocity de la 
theorie du corps de classes local en envoyant les Frobenius geometriques sur les 
uniformisantes. 

Si L est une extension finie de Q p d'anneau d'entiers Ol, on note B(L) C 
GL 2 (L) le sous-groupe des matrices triangulaires superieures et I(Cl) C GL 2 (Ol) 
(resp. Ii (Ol) C 1(Ol)) le sous-groupe des matrices triangulaires (resp. unipo- 
tentes) superieures modulo une uniformisante de Ol- 

Les autres notations seront introduites au fur et a mesure des besoins. 

Les auteurs remercient Toby Gee pour leur avoir signale les resultats recents de 
[2] et |24] qui leur ont permis d'alleger les hypotheses techniques dans les enonces 
globaux, ainsi que Colin Bushnell et Guy Henniart pour leur avoir signale des 
references utiles pour l'appendice. 



2. Resultats locaux 

2.1. Quelques preliminaires. — Cette partie contient divers rappels, nota- 
tions, definitions et resultats elementaires qui seront utilises dans la suite. 

On designe par L une extension finie de Q p non ramifiee de degre / et 
d'anneau d'entiers Ol et on suppose que le corps des coefficients E est tel que 

| Hom(L, E)\ = f. On pose q = f pf et on note tp le Frobenius x i— >■ x p sur ¥ q . On 
note S l'ensemble des plongements de ¥ q dans Ue (qui s'identifie a l'ensemble 
des plongements de L dans E puisque L est non ramifiee). Si a G S, on note w„ 
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le caractere (fondamental) induit sur Gal(Q p /L) par a compose avec : 



Gal(Q p /L) -» Gal(L[ L) ^> F*, j4 ^'/^ ■ 

Via le corps de classes local on a w CT (p) = 1 pour tout o G S. On note [a] : 

¥ q (9^ le caractere multiplicatif tel que [cr](x) = f [cr(x)] pour a; G F g et nr(y) 
le caractere non ramifie de L x ou Gal(Q p /L) envoyant p sur y. 

On fixe une representation lineaire continue p : Gal(Q p /L) — > GL2(A;_b) 
reductible et generique au sens de J5j Def.11.7], c'est-a-dire de la forme : 



'(nr(A)n^ CT ) 



<reS 

nr (A*) 

oh. X, fie k E , r a G {0, ■ • • ,p- 3} avec (r fr ) cre<s ^ (0, • • • , 0), {p- 3, • ■ • ,p- 3) (ce 
qui implique done p > 3) et : Gal(Q p /L) — >■ fc^. Quitte a modifier A et p, on 
ne restreint pas la generality en supposant 9{p) = 1. La representation 0~ l 
est alors toujours dans la categorie de Fontaine-Laffaille, c'est-a-dire s'ecrit : 

-p®6- 1 = Hom Fil> .(^ Aris ®z p F p ) 

ou M est un ip- module filtre de Fontaine-Laffaille ( |20j ) de la forme M = 
H a( - S M CT , FiVM = l\ a£S Fi\ i M a avec pour a G S : 

M CT = k E e a @k E f° 

Fi?M CT = M CT z < 

FiTAF = k E f a 1 < i < r a + 1 

FifM* = rv + 2 < i 



(1) 



ou a a , fi a G fc^ et x a G fc^. 
On pose : 

(2) Z(p) = {a G S, x a = 0} 

et on note que Z(J>) = S si et seulement si p est scindee. 

Les scalaires at a , /3 a , x a ne sont pas bien definis mais on voit que Ton doit avoir 
par exemple (ricr/^r) -1 = A et (IIo- ^) -1 = A*' de sor t e Q ue l es deux scalaires 
(lIo-Ax)" 1 et (ricr^cr)" 1 ne dependent que de p (i.e. ne dependent ni de 9 ni de 
l'ecriture ([I])). On voit aussi que l'ensemble de plongements Z(p) ne depend que 
de J). Plus generalement, on a le lemme elementaire suivant, dont la preuve est 
laissee au lecteur comme (plaisant) exercice. 
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Lemme 2.1.1. - - Pour tout J C S tel que Z(p)f]{cr G S,a J,ao(p 1 G J} 
0, les scalaires : 



n 



X n 



n 



a<£J 



ne dependent que de p. 

Remarque 2.1.2. - - (i) Noter les deux cas extremes J = et J = S qui cor- 
respondent aux deux scalaires ci-dessus (lorsque Z(J>) = S, i.e. lorsque p est 
scindee, ce sont d'ailleurs les deux seuls cas du lemme). 

(ii) Lorsque p est scindee (ce qui n'est pas le cas important de cet article), il 
y a deux possibilites pour (A, p, {r a ) aeSl 9), l'autre choix etant (p,X,(p — 3 — 

aeS u r a + )• Nous choisissons dans ce cas une des deux possibilites. 

(iii) Pour J fixe, le scalaire correspondant du lemme 12". 1.11 est non nul si et seule- 
ment si Ton a de plus Z(J>) fl {a G S, a G J, cr o ip^ 1 J} = 0. II est facile de voir 
que Ton peut retrouver p (a torsion pres par un caractere de la forme Yl^es ^a") 
a partir de la connaissance des r a , de Z(p) et des valeurs de tous les scalaires du 
lemme 12.1.11 (voir la discussion de l'introduction apres le theoreme II. 2p . 



On rappelle qu'un poids de Serre est une representation irreductible de 
GL 2 (Ol), ou de maniere equivalente de GL 2 (F g ), sur k E . A torsion pres par 
un caractere, il est de la forme £g> (T e.s(Synr v k E ) a ou s a G {0, ■ ■ • ,p — 1} et ou 
GL 2 (F g ) agit sur (Synr 5 ' 7 k E ) a via a : ¥ q k E et Taction sur la base canonique de 
k\. A toute representation p de dimension 2 est associe dans [8] un ensemble de 
poids de Serre que Ton note T>(p). Dans le cas ci-dessus, par [3] Prop. A. 3] (voir 
aussi [llj pour un resultat a posteriori equivalent), e'est l'ensemble des poids de 
Serre : 

( ® aes (Sym SCT k 2 E Y) ® ( \\ a o det~ (SCT+1) ) <g> 9 o det 

<TO<p£l 

pour lesquels il existe I C Z(p) tel que : 



/nr(A) Yl * 

nr(/i) J [ u*° 



+i 



aoifi£l 



J 



®° n ^ (s<t+i) - 



Avec nos hypotheses sur les r a , on a |X?(p)| = 2' Z ^L De plus on a toujours 
( ® aes (Sym r - k E ) a ) <g> 9 o det G V(p). 
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Pour J C S, on definit les caracteres multiplicatifs de F* a valeurs dans : 




v(J) = [o\ K] }ilW r °U.W P ~ 1 



Les hypotheses sur r CT entrainent 77 (J) 7^ r/(J). Notons que r](S\J) = T)'(J) pour 
tout J et que rf(0) = ((U aES u)?)0) \ K] = ((nr(A) EUs ^) I[f ?] et tj(0) = 

<%*] = ( nr (A i ) 6 ')l[F g x ]- 

Nous aurons besoin du lemme qui suit (un calcul elementaire laisse au lecteur). 

Lemme 2.1.3. - - On a r/(J) = r/'(J) EL-psM " °^ ■' 

c a = p — 2 — r a si a ^ J et a o c^ -1 G J 

Co- = p — 1 — r a si a ^ J et cr o y? -1 ^ J 

Co- = r CT + 1 si a E J et a o ip^ 1 ^ J 

Co = To si a E J et a o ip^ 1 G J. 



On note 77' ( J) <g> 77 ( J) : 1(O l ) ->■ £>| le caractere : 

(4) *rf{J)W V (J)(jS). 

et ind I ^ ( ) ° i) ?/( J) ® 77 (J) le E -espace vectoriel des fonctions / : GL 2 (Ol) — >■ -E 
telles que : 

f(kk') = ( V '(J)® V (J))(k)f(k') 

(k G fc' £ GL 2 (Ol)) que Ton munit de Taction a gauche de GL 2 (Cl) 

par translation a droite sur les fonctions. Notons que cette action se factorise 
par GL 2 (Fq). On note de meme md?$° L) rj' (J) ®rj(J) le k ^-espace vectoriel 
des fonctions / : GL 2 (£> L ) -»■ k E telles que f(kk') = (rf(J) g> r}(J))(k)f(k') 
muni de la meme action de GL 2 ((9i). Rappelons que, si la ^-representation 

indj/^V L ' T)'( J) g) 77 ( J) est irreductible, il n'en est pas de meme de 

la /^-representation indf^? L ' rf( J) ®rj{J). En effet, ses constituants sont 
naturellement indexes par un certain sous-ensemble de cardinal > 2 de l'ensemble 
des parties de S (qui coincide generiquement avec l'ensemble des parties de S), 
cf. [5, § 2] ou O § 2]. 

Pour J C S, on pose : 

(5) F(J) = {a G S, a G J, a o <p~ l £ J} II {a G S, a $ J, a o y?- 1 G J} 

(F(J) pour "Frontiere de J"). On note que ^(J)! est toujours pair (eventuelle- 
ment nul) et que Ton a F(S\J) = F(J). 
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(6) 



Lemme 2.1.4- - ~ Soit J C S tel que Z(p)C\F(J) = 0. Un seul des constituants 
de indj^^ L ff(J) ® rj{J) est un poids de Serre associe a p, et c'est ( ® a es 
(Sym r<T kg) ) <E> 5 o det. Dans I'indexation ci-dessus, il correspond a S\J. 

Demonstration. — Fixons cr G «5. Le socle de mdH^j ^ rf (J)®77( J) est irreduc- 
tible, done est un poids de Serre qui, par le lemme l2~.1.3l et avec les notations de 
[3j § 4], correspond au /-uplet A = (Xj(xj))j e ^o ) ... j^iy avec : 

Xj(xj) = p — 2 — Xj si o" o ip 3 J et a o ip 3 ^ 1 g J 

Xj(xj) = p — 1 — Xj si o"o o (p 3 ' J et o"o o t^- 7-1 ^ J 

^ji x j) = x j + 1 s * °"o °^ G J et o"o o <y9 J_1 ^ J 

^'(^j) = x i s * °"o o <f 3 E J et cr o t^- 7 ^ 1 G J. 

Par ailleurs on a, avec les notations de [31 § 4] (en particulier l'egalite (18) de 
loc.cit.) : 

(7) Z(p) = {a o ( pi,j eJp}. 

Si Xj(xj) G {p — 2 — Xj, Xj + 1}, alors (To o G F(J) par (j6]), done o"o o cp° ^ Z(p) 
(puisque Z(p) fl -F(J) = 0) et done j Jp par (J7|). En particulier les deux 
ensembles J min et J max de [3} Prop. 4. 3] (cf. les egalites (19) dans la preuve de 
loc.cit.) sont tous les deux egaux a : 

(8) {j G {0, • • • , / - 1}, X j+1 (x j+ i) G {p - 1 - Xj+i, + 1}} . 

Par 01 Prop. 4. 3], l'ensemble des constituants de xad^K L fj (J) <$rj(J) qui sont 
dans V(]5) est un singleton, forme de l'unique constituant indexe par {a o{p 3 \ j g 
J mm }, e'est-a-dire en utilisant (J5]) et ([5]) par l'ensemble des o"o oip 3 pour j tel que 
(T o <^ +1 )~ 1 ^ J, e'est-a-dire par S\J. On en deduit facilement qu'il s'agit du 
poids de Serre (<g> . 65 (Sym 7V fc|) CT ) <g> 9 o det. □ 



Remarque 2.1.5. — Par [SI § 2] et fl§D on voit que (<g) CTe5 (Sym r<T fc|)' J ) <g>6»odet 

h{o L ) 



est en fait un constituant de indS^K 01 ^ ® r /( < ^) P our J QS (voir aussi 



la preuve du lemme l2.6.2f ii)). 



2.2. De Barsotti-Tate a Fontaine-Laffaille I. — Cette partie et la suivante, 
qui seront utilisees au § 12.4} ont pour but de calculer le module de Fontaine- 
Laffaille de representations reductibles de Gal(Q p /L) sur Ue provenant de certains 
modules fortement divisibles (ou groupes p-divisibles) avec donnee de descente 
moderement ramifiee. 

On conserve les notations du § 12. II et on fixe un plongement cr : ¥ q > fog. 

Soit e = f p^ — 1, S le complete p-adique de l'enveloppe aux puissances divisees de 
0e[m] par rapport a l'ideal {u e + p)Oe[u] compatibles avec les puissances divisees 
sur l'ideal pOe[u] et FiFS le complete p-adique de l'ideal engendre par *- n ^ 
pour i > p. On renvoie a [3j § 5] (et aux references donnees dans loc.cit.) pour 
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le rappel de ce qu'est un C^-module fortement divisible et, si 77,7/ : F* — > O e 
sont deux caracteres multiplicatifs distincts, pour la definition d'un C^-module 
fortement divisible de type 77 © rj . 

On fixe 77, rj : F* — >■ O e distincts et on note c G {1, • • • , q — 2} l'unique entier 
tel que rj = w% rj qu'on ecrit c = J2{=o c iP l avec c « e {0, • • • ,p — 1}- Pour 
j G {0, 1}, on note = Eto' c /-(i-i)^ + Efc 1 e {1, • • • , g - 2}. 

On considere dans la suite des C^-modules fortement divisibles M. de type 
77 g) rj qui ont la forme suivante : 

(i) M = M^xM* 00 ^ 1 x • ■ ■ x M tT0OV ~ u ~ 1) avec M a °°^ J = Se°°°^ 3 ''®Se°? 0<p ~ j 

(ii) Gal{L[yf— p\/L) agit sur e°° oip 3 (resp. e°? oip J ) par 77 (resp. 7/) 

(iii) pour tout j G {0, •■■,/ — 1}, on a Tune des deux possibilites ci-dessous 
pour Papplication </?i : Fil 1 A^' J0O</ '~ J -> < M au °* r0+1) (ou Ton remplace ao°<P~ j par 
j pour alleger l'ecriture) : 

{Fil 1 ^ 
<^i((M e + p)e^) 

(10) 

Fil 1 ^ 

yi((w e +p)4) 

¥>i(ej, + a jU e - cb) e{) 

pour des = a CToOV -j G C^, et avec ae° et a'e°/ au lieu de e J v +1 et e^t 1 dans 
l'image de <£>i si j = f — 1 (pour des a, a' G O e ). On note I,, (resp. I v >) le 
sous-ensemble de 5 forme des Co o <£>~ J pour MP = .M " 00 ^ J comme en (resp. 
comme en ffTUj) ) et (resp. /*,) le sous-ensemble de (resp. 1^) des cr o ip~i 
tels que a ao0ip -j G £>*. 

Jusqu'a la fin de cette section, on fixe (r a ) aE s et 9 comme au § I2.1[ c'est-a-dire 
r CT G {0, • ■ ■ ,p - 3} pour tout a avec {r a ) aeS ^ (0, • • • , 0), (p - 3, • • • ,p - 3), et 
0(p) = 1. 



Definition 2.2.1. - - Soit J C S et rj(J), rj'(J) comme en fifty . On dit qu'un 
OE-Tnodule fortement divisible M. est de type J si M. est comme ci-dessus avec 



S{e{ + a jU cU) e^) © S{u e + p)efy j + FH p SM j 



pi+i 
e J+1 



S(u e + p)e{ © 5(4 + aX~ cW) 4)) + FiFSVW 



4 
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77 = rj(J), rf = T]'(J) et si Von a : 




Remarque 2.2.2. - - (i) Les modules fortement divisibles de type J sont done 
des modules fortement divisibles de type 77 (J) <8> T]'(J) (au sens de [3J Def.5.1]) 
particuliers. 

(ii) On a I v (j) C {a G S,a o ip^ 1 J} et I v >(j) Q {o~ G S, a o y? -1 G J}. 
Or /^(j) II /^'(j) = S ce qui force en fait I^j) = {a G 5,do ^ J} et 
Iff {J) = {o" G 5, a o y? -1 G J}. En particulier on a toujours \I n (j)\ = |«5\J| et 
l-V(j)J = \J\- 

(iii) Etre de type J implique en particulier a a G si a G F(J) (voir (jSJ)). 

Nous montrons dans cette section et la suivante que les C^-modules forte- 
ment divisibles de type J sont exactement les Oe- modules fortement divisi- 
bles de type rj(J) <g> T]'{J) (au sens de [3] Def.5.1]) tels que la representation 
p = Hom Fil i (.M, A cris (g) Zp Fp) v (l) (voir [3j § 6] pour les notations) est reductible 
generique avec Z(p) f)F(J) = 0. 

Proposition 2.2.3. - - Soit p reductible generique et J C S tel que Z(p) fl 
F(J) = 0. Soit Ai un O ^-module fortement divisible de type r](J) (g> f]'(J) tel 
que : 



Alors M. est de type J. 

Demonstration. — Par le lemme l2.1.4l et [3| Th. 8.1(H)], on doit avoir S = I v rnII 



I v (j) = W ° ip,a G S\J} = {a G S,a o ip J}. 

On a done aussi I v '(j) = {o~ G S, a o ip^ 1 G J}. Par (J7|) et [H Prop. 7. 3], on a 
Z(p) = {(7GiS,fl ff = 0}. Avec Z(p) fl -F(J) = 0, on en deduit les inclusions : 



~ Hom Fil i iVJl (M, A CTis ® Zp F p ) v (l). 




C {(7 G 5, (7 ^ J, ff O ((9 T J} 

C {cr G 5,(7 G J, do yT 1 G J}. 



□ 



(11) 




14 



C. BREUIL & F. DIAMOND 



et on remarque que A G par la remarque 12 .2 .2lf iii) . 

Proposition 2.2.4- ~ ~ Soit J C S, M. un O E-module fortement divisible de 
type J etp = Eom Fil i m (M, A ciis <g) Zp F p ) v (l). On a: 



'(nr(A)H^) 



id 



®6. 



nr(A- 1 aa') 



Demonstration. — On montre d'abord que A4 contient un sous-module libre de 
rang 1 facteur direct stable par toutes les operations (ip\ sur le Fil 1 induit et 
action de Gal(L[tf—p\/L)). On pose pour j 6 {0, ■■■,/- 1} : 



e j 


dcf 


pi 

e v(J) 


si 


00 


o 




-u- 


-i) 


G J 


et 


00 


o 


<p' 


-j 


G J 


e j 


dcf 


pi 

e v'(j) 


si 


00 


o 


P~ 


-u- 


-i) 


iJ 


et 


00 


o 


<p' 


-j 


iJ 


e j 


dcf 


—j 1 pc( J-1 >— j 

e v(J) a j-l U e v '(J) 


si 


00 


o 


V~ 


(i- 


-i) 


iJ 


et 


00 


o 


<p' 


-j 


G J 


e j 


dcf 




si 


00 


o 


P~ 


-u- 


-i) 


G J 


et 


00 


o 


<p' 


-j 





en remplaqant a>j\ par a^\{^r) 1 (resp. a /-i§f) si j = et a G J (resp. 
cr ^ J). Montrons que le sous-module 5*e x ■ • • x Se^ 1 de M. est stable par 
toutes les operations. La stabilite par Gal(L[^/— pJ/L) est elementaire et laissee 
au lecteur. Considerons d'abord les cas do o (p~i G F(J). En utilisant : 

e - c (j) + pc^"^ = e(c/_j + 1) = e + ec CTQO¥ ,-j 

c (j) +p(e - c^ -1 )) = e(p-c f -j) = e + e(p - 1 - c ao0ip -j) 

on a : 



e —c pj 



U 



~0) 



G FiF'.M si cr o <p-J G J et cr o Lp~^ + ^ £ J 
e j G Fil 1 ^ si cr o tp-3 £ J et cr o <^ +1 ) e J 



(noter que a o{p i e , dans le premier cas, a o{p i <e I^in dans le deuxieme). 
Comme c aooip -j = r aoocp -i+l > 1 dans le premier cas, p— 1— c ao0ip -j = r ao0ip -j+l > 
1 dans le deuxieme (cf. lemme 12.1.31) . on verifie que : 

<p\{u e ~ cl e 7 ) = y9 1 (M e_c(3) e^ ( . J - ) ) = — aje^ +1 dans le premier cas 
(pi(u c3 e?) = ipi(u c 3 e^//n) = ~ ^j 6 ^ 1 dans le deuxieme 

(en remplaqant a, par a/_i« si j = / — 1 et a~o G J, par a/_ia' si j = / — 1 
et a ^ J). Dans les autres cas, c'est-a-dire cr o <£>~ J ' ^ F(J), on verifie qu'on a 
toujours <£>i(it e e J ) = e J+1 si j < f — 1, ^(m^ -1 ) = ae° si cr G J, <£i(tt e e^ _1 ) = 
a'e° si ct ^ J. Pour resumer, on a done : 

( <fi(u e - cU: } e j ) = -a je j+1 si a Q o (p~ j g J et cr ° y> -u+1) £ J 
(12) < ^(w^V) = -a j; e J+1 si O o ip~ j £ J et a o ip~ ( -i+ 1 ) e J 
( ^i(uV') = e J ' +1 si a o(p~i <£ F(J) 

en multipliant a droite par a si j = / — 1 et exo G J, par a' si j = / — 1 
et ctq ^ J. Done Se° x • • • x Se^~ l est stable par toutes les operations et 
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Hom Fil i #1 ( rij=o Se\ A cvis ®7L V IFp) V (l) est une sous-representation de p de dimen- 
sion 1 (sur fee). Notons < ji < j 2 < ■ ■ ■ < jzt-i < ht < / — 1 l es elements de 
{0, • • • , / — 1} tels que cr o <p~ J e F(J) (il y en a un nombre pair) et supposons 
d'abord uq G J. On a alors par le lemme 12.1.31 : 



(13) 



c a °<P~ j — P 2 T UQOip -j Si j — J2 S 

Ccrocp-j = p-l- r ao0(p -j si j 2s -i <j< ]2s 

Co-qo^-J = r o-QOip-3 +1 Si j = J2s—l 

c a oip-i = r a oip-i SI ]2s < J < J?2s+1 



pour s G {1, • • • , t} et en identifiant {j 2 t + 1, • • • , J2t+i — 1} a {j 24 + 1, • • • , / 
1} II {0, • • • ,jt - 1}. Par [361 Ex.3.7], [3j (33)], (JEJ et (0U), on a : 



Hom Fill#1 S^', A cris ® Zp ¥ p j (1) = nr (A) 77 (J)u£, 



•i=o 

t 



ohh— J + J — • J c o - 0O(/ ,-j. On explicite h 

j^{js,l<S<2t} je{ha-l,l<S<t} S = l j 2s -l<j<j2s 

avec ({TBI : 

~E E v ! ~\v- 1 -r^o^-i) 

s=l hs-\<i<hs 



h = J2p f ~ j 


- E p/ J (p- 2 - r ^oo V 




iG{i 2s } 


/-l 




= E^' 


-E E ^"(p-i 




8=1 ha-i<i<ha 


/-I 




= Ep f ~ j 




3=0 




= 5>- 


°r ao0tp -i - P f ~ J (p- 1 







/-I 

i=o 

done = UyjU? IlaijUv^ EUs^- Comme r?(J) = ^FU^EL^r 1 
(cf. (EJ) vu cote Galois), on a bien : 

(14) ^(J)w* =flwIJ<'- 

La forme du quotient de p se deduit de son determinant, qui, vu les hypotheses 
sur M, est um(aa')f]( J)rj'(J) = 9 2 um(aa') Ylaes ^ ( c ^- ©)• ^e cas °"o ^ ^ 
est strictement analogue au cas a G J et laisse au lecteur. □ 

Une des consequences de la proposition 12.2.41 (et des hypotheses sur les r a ) est 
que p est en particulier generique au sens de [5j Def.11.7], et done est comme en 
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2.3. De Barsotti-Tate a Fontaine-Laffaille II. — Dans cette partie, on 
determine completement le module de Fontaine-Laffaille contravariant de la 
representation ~p®9~ 1 provenant d'un (9£-module fortement divisible de type J. 



On conserve les notations du § 12.21 La preuve de la proposition qui suit est con- 
tenue dans celle de [4j Prop. 5. 1.2]. Pour la commodite du lecteur, nous redonnons 
les details dans le cas particulier qui nous concerne. 



Proposition 2.3.1. - - Soit J , Ai et p comme dans la proposition \2.2.J\ On a 
p<S> O^ 1 = HoniFii' i¥ >. (M, v4 cris ®% v ¥ p ) ou M est le module de Fontaine-Laffaille : 

-(/-i) 



x • • • x M 



M = M a ° x M a ° oip 
avec ( cf. 07]) pour A ) : 

M ao °^~ J = k E v a °°^ J © k E w a °°^ J 

k E w a ° oip ~ j 




<j otp 



Fir M a ° oip ~ 3 
Fi\ i M aoov ~ 3 



i < 
1 < % < r, 
r, 



<7QOip 3 



+ 1 



<-Pr 

(TQOip - 

ip{v a ^ 



-O'+l) 



-(/-1)> 



u otp 



W 



o- oip~3 + 2 < i 

< j < f - 2 



<Pr _ (f _ 1)+ i[W 



a oip 



-(/-I) 



) = A~ 1 w a ° - Af_ii 



|C0 



ou : 



(15) 



r Ai 



A, 



o, 



n 



0<i<j-l 
O- Otp-i£F(J) 



(I 



n 



0<i<j-l 
O-QOtp-iEFiJ) 



-or 2 

CTQOIfi 



aooip 



si a oip i F(J) 



si ctq o <p 3 ' G F(J) 



en multipliant le merabre de droite de uo\) par Aa a si j = f — 1 



Demonstration. — On pose r)(J) = [9 rf(J) = f [0 pour J C S. 

On definit d'abord une suite (r) a ) ae s avec i]a G 07(^)> ?f (-0} comme suit : si 
J = 0, 77^ = f ?f (J) pour tout a G S, si J = S, 7^ = rj(J) pour tout a G S et si 
^{0,<S}: 



?y CT = f i](J), rj a0(p -i d = rj'(J) si a G J et a o tp 1 £ J 



^ Va = V' (J) , Vaoip-i = v(J) sia^J et a o ip L e J 
T] aoip -i si a ^ F(J). 

Un examen facile de (TTBfl montre que Ton obtient T] a = rj(J) si a £ J et 77^ = ( J) 
si er ^ J. Par ailleurs, par la definition 12.2.11 et [3 4 (32)], on voit que (TT6l) 
implique r] aoQtp -j = rjj pour tout j G {0, • • • , / — 1} ou rjj est comme dans [3j § 
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6]. Supposons d'abord <7o G J dans ce qui suit, ce qui revient done a 770 = T](J). 
Par la proposition 12.2.41 et (JHJ), on a : 

(p®r 1 ) v (l)®^(J)^ o a;- 1 = (p^O^n^cTV- 1 ). 

Le module de Fontaine-Laffaille contravariant de p © # _1 est done donne par les 
formules a la fin de la preuve de [31 Prop. 7. 3] tordues (cote Galois) par nr(M'). 
Nous explicitons completement ce module dans ce qui suit. La definition ^. 2. II et 
ce qui precede donnent les equivalences : 

a l P' j G J5n et rjj = rj(J) a o (p - -? G J et cr o ^ J 

a V 9 ^ £ ^?'(-0 e ^ = v(J) ^ °o ¥ J_ " ? G J et (To o (£>~ ( J +1 ) g J 

(j o yj-J G et it, =rj'(J) <^> a V 3 ^ <^ </ et cr o tp-^ +1 ^ G J 

cr o ip~i g /^(j) et i]j —rf(J) cr o ip'i J et cr o </?~w +1 ) ^ J. 

Avec le lemme 12.1.31 on voit done que le module de Fontaine-Laffaille contrava- 
riant M = M a ° x • • • x M a °° v ~ u ~ 1) de la preuve de % Prop.7.3] (tordu par nr(oa') 
cote Galois) est donne par M a ° OLp ~ 3 = k E e a °°' p ~ j © k E f a ^~ i = k E e j © k E f j avec 
(la definition de la filtration etant implicite) : 

si (J o ip^i G J et a ° (p~k>+ 1 ) £ J 

si a o <p~ J G J et <r o <^ _ ( J ' +1 ) G J 

si o"o o tp~i J et (To o ^>-C? +1 ) g J 

si (T o ^ J et (T o <£r^' +1 ) ^ J 

oil = r aQO(p -j, Oj = a aooip -j et avec a /_1 e° et a -1 / au lieu de e J+1 et /- 7 " 1 " 1 dans 

">' si 



<p(e J ) 


= e j+1 -a j f j+1 




= f j+1 


e j+i 




= fi +1 -a 3 ei +1 


<Pr j +i(e j ) 






= p +1 -ajei +1 


¥V f +i(e J ) 


= ei +1 -a j p +1 




fi+i 



l'image de ip 


et <p r 


+1 si j = f - 


- 1. 


Pour j G {0, • ■ ■ , / — 


1} on pose = f 


ao (p J e J et f'i 


def a 

= e J si (To 




^ J. Pour j G {1, • • ■ 


, / — 1} on pose : 




def 




si 


(j yrO'- 1 ) G J et 


cr ip~i G J 


& 


def 


P 


si 


(T (p - ^' -1 ) ^ J et 


cr ip~i £ J 




def 


e J -aj-tp 


si 


(j p-Ci'- 1 ) g J et 


(T O Lp-'j J 




def 


P - aj-ie 


si 


(t <p~^~^ £ J et 


(T O (p~ j G J 


et pour j = 
















def 


e° 


Si (Tq cp~(f 





e'° = ^-SjiCS)- 1 / si <T o<p-U-V>tJ 
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en se souvenant que <7o G J par hypothese. Un calcul au cas par cas, un peu 
laborieux mais sans difficulte, donne alors ip(e °) = e 1 puis : 



<p{&) = e'^ 1 si a o i F(J) 

^(e'i) = -o^xe si a o ^-C?- 1 ) g F(J) ~~ J " 7 " 



f = - %e'i+i si ^ o yri £ F(J) _ 
et si j = / - 1 : 

^(e'^ 1 ) = a'-V si a o <^-(/- 2 ) G J et a o yrtf" 1 ) G J 

y?(e' /_1 ) = — a/_ 2 a /-1 e'° si a o (p"^~ 2 "> ^ J et a o (p~^~^ G J 

V?(e' /_1 ) = -a/_ia /_1 e'° si a o <^~tf~ 2 ) ^ J et a o <^~^ _1 ) ^ J 

^(e-^ -1 ) = a/_ 2 a/-ia /_1 e si ff o ^~y~ 2 ) 6 J et aoocp~^~^^J 

Wx+iO 7 - 1 ) = - Vf-iat-ie si a o ^-CZ-D 6 J 

Wz-i+iC/ 7-1 ) = aJ^a-^+a^V si ffo o^-^J. 

Le changement de base : 

<1<-!' 'I, , T . , . i iK'l' ' i - ; <l("if |- |-| 



w »o ^ e 'o ? ^oo^- 1 ^ e 'i ? a* (n ^_ a (_a i )) e 'i si 2 < j < / - 1 



donne alors par un calcul facile exactement la presentation de l'enonce (en re- 
marquant que a o ip^^^ g F(J) si et seulement si a o ip^^^ ^ J et que 
E[o<i</-i( — <k) — rLes^ " car 1-^(^)1 es ^ P arr )- Le calcul lorsque cr ^ J est 

ieF(J) 

analogue. □ 

Si J, A4 et p sont comme dans la proposition 12.3.11 (ou la proposition I2.2.4p . 
on voit avec (j2J) et (|T5|) que l'on a : 

^(p) = {°"o ° <p~ 3 ,a ao0ip -j = 0} = {a G <S, a ff = 0} 

(ce resultat decoule aussi de [3] Prop. 7.3] via (J^J)). En particulier, on a toujours 
Z(p)nF(J) = par la remarque I2.2.2lf iii) si pprovient d'un C^-module fortement 
divisible de type J. 



2.4. Valeurs propres de Probenius. — On calcule la valuation et le "coef- 
ficient dominant" des valeurs propres de Frobenius sur le module de Dieudonne 
d'un groupe p-divisible provenant d'un C^-module fortement divisible de type J 
dont la representation galoisienne residuelle associee est reductible generique. 

On conserve les notations des sections precedentes. Le theoreme suivant est le 
resultat local clef de cet article. 
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Theoreme 2.^.1. — Soit p reductible generique, J C S et M. un OE-module 
fortement divisible de type J tel quep ~ Hom Pil i ^(.M, A cris ® Zp F p ) v (l). Soit G le 
groupe p-divisible avec donnee de descente correspondant a Ai et D le module de 
Dieudonne contravariant associe a G. Alors la valeur propre de ipf sur la partie 
isotypique de D pour le caractere r)'(J) de Gal(L[^— p\/L) est egale a p^a' ou 
a' G a pour reduction dans k^, : 



(17) 



a'=(-i)^)i(n^n& 



-1 



n ^ 

ct6 J 
aoip~ 1 ^ 1 J 

n x * 

aoip~ 1 £ J 



avec (a a ) a&s , (Ar)a&s et (x a ) ae s comme en (CP- 



Demonstration. — Notons d'abord que l'element de fc^ en (iT7|) est en fait dans 
kg (car Z(J>) fl F(J) = 0, cf. fin de la section 12. 3j) et ne depend que de p 
et de J par le lemme 12.1.11 Le module de Fontaine-Laffaille contravariant de 
1 comme normalise au 



p ® 9 comme normalise au § 12.11 s'exprime aussi comme dans la proposition 
12.3.11 en fonction des parametres definissant M. (une fois fixe un plongement 



a : ¥ q k E ). En particulier on a A 



A, aa 



A/i et, par un changement de 



base evident, Aj — — ( Yl 
posant cti A = a^op-i, 



0<i<j a 

= A 



L jXj pour < j < f — 2 et A 



-A- 1 ^! ( 



en 



de (|T5i) donne alors pour j 6 {0, 



et x. 



dcf 



X Q 

1} 



Un calcul immediat a partir 



avec 



is) < 



n§ n 



—a, 



-x 



a, 

0<i<j 0<i<j-l 

croOip-i&FiJ) 

m a i n <■ 

0<i<j 0<i<j-l 

o- o ¥ 3- i eF(j) 



si <T o if i ' F(J) 
si ctq ° V 9 ^ e F(J)- 



Comme dans la preuve de la proposition ^. 2A\ notons < ji < < • • • < J2t-i < 
J2t < / — 1 les elements de {0, •••,/ — 1} tels que ctq o </>~ j e F(J). Nous allons 
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deduire de (fTBj) par recurrence les formules pour 1 < s < ||F(J)| : 



(19) a h a h ---a ha _ x = (-1)' 



n f n 



0<i<hs 



s-1 



X 



:i2i 



n 



0<k<j 2i - 



fa 



J2s-1 



s-1 

n 

i=i 



X 



0<k<j 2 , 



fa 



(20) a h a h ■ ■ ■ a hs = (-1)' 



n 

i=l 



X 



\ w 

0<k<j 2 , 



fa 



n 

i=l 



J2i 



n 

0<k<j 2i 



Pour s = 1, l'egalite ( 1T9|) est juste la deuxieme egalite en (ITS]) pour j = ji. 
Montrons comment (120]) se deduit de (Il9l . La deuxieme egalite en (1TB]) pour 
J — J2s se recrit : 



a hs x j 2s 



2s-l 



n jjn 

0<i<? 2s i=l 



En multipliant des deux cotes par aj 1 aj 2 ■ ■ ■ dj 2a _ 1 on obtient : 



a h a h ' ' '" u- — -''us y W o ) {a j\"j2 ' ' ' (l .i>. 

0<i<j2s ' 



En remplagant aj 1 aj 2 ■ ■ -a^s-i ^ droite par la valeur donnee en ffT9"]) . on obtient 
exactement (120}) . En utilisant la deuxieme egalite en (ITS]) pour j = j2s+i, on 
montre de maniere analogue (|T9|) pour s + 1 a partir de (120]) pour s. En appliquant 
( 120]) a s = t, on a en particulier : 



I [ a 



n 

i=l 


n f) 


n 

i=i 


0<fe<j2i-l 
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qui se recrit, en distinguant les deux cas <7o G J et er ^ ^ : 

n x - 



crtfj 



aoip 1 gJ 

n x - 

II 5. = (-1)^^)1 fll si ao^J. 

Or par (fTTj) . A = A et ao' = A/i, on a a' = /i n<reF(j) ®° si a Q E J et 
= ^(YlaeF(j)^) 1 s * °o ^ J, ce qui donne dans les deux cas puisque fi = 
(II** a*)" 1 etA = (rL e5 /3.)- 1 : 



n 

(2i) a? =(-i)' iF,j,i (n^n^)"-rr 



Le module de Dieudonne .D verifie D = Ai £8>s E ou la fleche 5 — >■ E est la sur- 
jection de (9^-algebres qui envoie u et ses puissances divisees sur 0. En revenant 
a la definition de I v et I n < en ([9]) et ffTUj) (pour (r/, r/) = (r?( J), 7/( J))), on voit 
que la valeur propre de ^ sur la partie isotypique de D pour le caractere rj'(J) 
de Gal(L[^=p]/L) est p^'^a'. Comme |J^ (J) | = |J| (cf. remarque I2.2.2f ii)). le 
resultat decoule de (1211). □ 



Remarque 2.4-2. — Pour J = S, on a a' = dices a c) 1 = et pour J 
on a a' = (Uaes = A - 



2.5. Series principales et sommes de Jacobi. — On calcule la reduction 
modulo p de certains invariants associes aux series principales moderement ra- 
mifiees de GL 2 (L) sur E provenant des representations de Gal(Q p /L) issues de 
certains C^-modules fortement divisibles de type J. 

On conserve les notations precedentes. On note val la valuation p-adique (sur 
une extension finie de Q p ) normalisee par val(p) = 1 et | • | = f -^y. 



Rappelons d'abord le theoreme suivant du a Stickelberger qui donne la valua- 
tion p-adique ainsi que le "coefficient dominant" de certaines sommes de Jacobi. 



22 



C. BREUIL & F. DIAMOND 



Theoreme 2.5.1 ([32]). - - Soit a,b deux entiers tels que < a, b < q — 1 et 

q — 1 ne divise pas a + b. Ecrivons : 

/-i /-i 
a = ^P^ctj, b = ^2p J bj 

j=0 j=0 

/-i 

a + b = ^piia + fyj + (q- l)Q 

j=0 

ou cij, bj, (a + b)j G {0, • • • ,p — 1} et Q > 0. Soit a : ¥ q <^-> im plongement 
quelconque. On a dans Oe ■' 



^M«)] 8 [l-(7o(a)] 6 = l7p u + C7 



ou : 



1 \ 

« = — y P>> - 1 - (a, + 6, - (a + 6),) G Z> 



e£ o?i val(C) > w. 



Si Xi x' '■ L x — >■ -E ,x sont deux caracteres multiplicatifs localement constants, 
on note x' ® X : — > -E x le caractere : 

(o d) ^ xVM^) 

et Indg!^5 x' ® X l e -E-espace vectoriel des fonctions localement constantes / : 
GL 2 (L) — > E telles que : 

f(bg) = ( X '®X)(b)f(g) 

(b G B(L), (7 G GL2(X)) que Ton munit de Taction a gauche de GL2(X) par 
translation a droite sur les fonctions. 

Theoreme 2.5.2. - - Soit p reductible generique, J C S et M. un O ] E -module 
foriement divisible de type J tel que p ~ Hom Fil i </ , l (.M, A cris ®j Jv F p ) v (l). Soit G 
le groupe p-divisible avec donnee de descente correspondant a M., D le module 
de Dieudonne contravariant associe a G et V (resp. V) la valeur propre de ipf 
sur la partie r](J)-isotypique (resp. r]'(J)-isotypique) de D. Considerons la serie 
principale moderement ramifiee : 

tt p = Ind^V (J)nr(K')l ■ I ® r/(J)nr(F) 

oil rj(J) et rf(J) sont vus comme des caracteres de L x en envoyant p et 1 +pOi 
vers 1 et soit v G tt^ ^ non nul sur lequel I{Ol) agit par r]'(J) <g> i](J) (un tel 
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vecteur existe). Si J {0,5}, il existe un unique element x(J) G O e tel que 



dans Tip : 



s6F 9 VGJ 7 V 7 V 7 sGFq VgJ 7 V 7 

.De p/us, /a reduction de x(J) dans k E est : 

n 



cr£J 



avec (a a ) aeS , (f3 a ) aeS et {x a ) a&s comme en (QP. 



Demonstration. - - Un calcul direct et elementaire dans 7T P donne : 

^=;T( [ ? iV. 



p 0/ o V i o 



teF„ 



ce qui amene a calculer X = J2 s ,t& q (lL e ,X s )F 1 *') q) J J 0n 
a : 



i o o -[r 1 ; 



si t ^ 



d'ou : 



i [ S ] 

1 



v 



+ e (ni-wi'- 1 -") ( w i 



o -[t] 



Comme ^ 5; = v et comme XLeF, n o -6j[ cr (' s )] P 1 r<T = (car J 7^ 0), la 

premiere somme dans X est nulle. Par fl3]) et la definition des c CT (lemme f2 . 1 . 3 [) . 
on a : 



-[*] 



V=9(-l)(-l)^' r '(j[[*(t))< 

o-es 
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et la deuxieme somme dans X se recrit avec un changement de variables evident 
(en utilisant encore que v est invariant sous \i{Ol)) '■ 

x = «(-i)(-i)^^ (nkwr 1 " f ')(n[ ff (*)] B ') J)« 

s,t& q a£j crS5 ^ ' 

= ^-i)(-i)^-EfE(n[^)r i "i(n^- i )]i) ( [ ? JV- 

Comme J ? S, on a £ teFg (ri CT6 jk(*)] P " 1 ^)(n CT6 5^(-*)] CCT ) = 0, d'ou : 



soit en utilisant le lemme 12.1.31 : 

x = 0(-i)(-i)^- T ^ jj^r 1 —) J) 

T d i f E teF9 (n CTeJ kW] p - 1 - rCT )(n CTe5 k(l - t)] c j- On a done : 



[a] 1 
1 



(24) 



x(j) = fi(-i)(-i)Srtj f '-vr. 



Comme J {0,5}, on peut appliquer le theoreme 12.5.11 a T (avec 

a = J2g o V iejP j (P - 1 - r a o V i) et b = Eaoo^e^^^oo^)- Un calcul elementaire 
utilisant le lemme 12.1.31 donne : 



(a + b)j 
(a + b)j 



si do ° ^ £ J 

p-1- r ao0cp j si cr o ifj <£ J 



d'ou on deduit : 



si o"o o Lpi ^ J et (Jo o (pi 1 J 

_ i -1 si a o<pi <£j et a o y^'- 1 G J 

' r ' 1 ~ ' > p-1 si Co o cpi E J et (T o y^'- 1 G J 

p si (To o ^ e J et (To o y?-^ 1 ^ J. 



On 



a amsi : 



P 



rr( E f- 1 + E * - E ^hsvi 



CTQOLp3 (£j 
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et : 



JJ(p-l- rff )!jJ C(T ! 
Y[(p-l-r a )\ 



\n—l 



En utilisant n\(p — 1 — n)\ = ( — l) n modulo p si n 6 {0, ■ ■ • ,p — 1} et le lemme 
l2.1.3l on obtient : 

n r °+ i 

U = (-l) 1+J ¥ R +^ e j r ° aOLp t J modulo p. 

n r -+! 

Par ailleurs les propres de ^ sur D sont (avec les notations du § 12.21) V = 
p\ I -n(j)\ a — p\ s \ J \a et V = p'VwIq;' = pl J l<y (cf. remarque I2.2.2( ii)). On a done 
avec ce qui precede et fl24l) : 

n r - +i 

x(J) = 0(-i)(-i)£ ffeJ r. J_ p IV(-l) 1+ ^+^^^^ /VI + 5 

^ n r - +i 

<j£ J 

n r - +i 
n r °+ i 

ou S G (9e a une valuation strictement positive. On obtient alors l'egalite (1221 
avec (H7D. □ 



Remarque 2.5.3. — Si J = S, un calcul analogue a celui de la preuve du 
theoreme 12.5.21 donne (rappelons que V = p' 5 \ J 'a et V = p' J 'a') : 

seF„ v o-e5 7 v 7 v 7 seF, v 7 



(l o) ? - 
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On en deduit l'equation pour J = en remplagant (po)v par v et en utilisant 
{H)v = aa'v: 




2.6. Valeurs speciales de parametres. — On definit des parametres x(J) 
sur certaines representations lisses de GL 2 (L) sur k,E et on montre comment les 
resultats des parties precedentes permettent de "distinguer" des valeurs speciales 
de ces parametres. 

On conserve les notations des sections precedentes et, pour J C S, on note 
r(J) l'unique poids de Serre tel que Taction de sur t(J) 1i( -° l ^ est donnee 

par le caractere fj'(J) ® fj(J) (cf. (j^J)). Un tel poids est unique car ff(J) ^ 
rj(J). On a par exemple r(0) = (<g> CTeiS (Sym r<T A;|) CT ) <8> o det G et r(<S) = 
(<g> CT& s(Sym p_1_rCT A;|) ,T ) g) o - ° det r<T <g)0 o det. De plus r(S\J) est le socle de 

la representation indS^ ^ rf( J) ®r}(J) du lemme |2".1.4| r(J) est son co-socle 
([U § 2]) et t(0) un de ses constituants (remarque I2.1.5p . 

La proposition suivante definit abstraitement les parametres qui sont au coeur 
de cet article. 

Proposition 2.6.1. - - Soit JC5 et tt une representation lisse de GL 2 (L) sur 
kE avec un caractere central et verifiant les proprietes suivantes : 

(i) r(0) apparait dans le GL 2 (Ol) -socle de tt avec multiplicity 1 

(ii) r(0) est le seul constituant commun a indS^* ^ ^ rf( J) (g>r}( J) et au GL 2 (Ol)- 
socle de tt 

(Hi) tt contient l'unique quotient de mdf^F L ^ rf( J) ®rj(J) de socle r(0). 
Alors il existe (a multiplication par un scalaire non nul pres) un unique vecteur 
v G tt 1i ^° l ^ non nul sur lequel 1(Ol) agisse parrj'(J) ®rj(J) et un unique element 
x(J) G k E tel que I 'on ait I'egalite dans it : 

e ( n ) (w j) (: j) . - w e ( n ('? J) »■ 

Demonstration. — Par (i), (ii) et (iii), on a un unique (a homothetie pres) mor- 
phisme non nul GL 2 ((9i)-equivariant : 

(25) md?^r?(J)®r](J)^<!T 

et ce morphisme se factorise par l'unique quotient de l'induite de socle r(0). II 
envoie de plus l'unique vecteur non nul de ( indf^V L ^ rf( J) CS> ^(J)) 11 ^'* sur 
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lequel I(Ol) agit par fj'(J) ®rj(J) vers un vecteur non nul v G 7r avec la meme 
propriete. L'unicite d'un v G it comme dans l'enonce resulte par reciprocity de 
Frobenius de l'unicite du morphisme ( |25|) . Comme r(0) est en "position S\J" 
dans l'induite hidf$° L) f}'( J) <g> f}( J), par [5j Lem.2.7] le vecteur : 

E( II "(•r I -^)(?i)» 

SGFq cre5\J 

est un generateur de t{^) 1i ^° l ^ dans it. Comme 1(Ol) agit sur (po) v G Tr 1 ^ ^ 
par r/(J) ®r?(J), on en deduit par reciprocity de Frobenius une surjection canon- 
ique : 

md^f^(J) ®ff{J) -» <GL 2 (O l ) ({ J) „) C vr 

vers la sous-GL^C^-representation de n engendree par (pi) v. Comme les 
constituants de ind^^ ^ rf (J)®r](J) et de indS^ ^ r}(J)®r}'(J) sont les memes 
(mais dans l'"ordre inverse"), par (ii) cette surjection se factorise necessairement 
par l'unique quotient de l'induite de socle r(0). Par (i), ce socle est aussi celui de 
l'image du morphisme (|25|) . Par le meme raisonnement que precedemment (en 
remplagant indf^F L ' rf( J) ®r}(J) par indS^/v ?y( J) ®rj'(J) et t> par (JJ) t>) 
le vecteur : 

est done aussi un generateur de r(0) Il ^ c,i ) dans 7r. Comme dim fcfi r(0) Il ^ c ' L ) = 1, 
il doit exister un scalaire non nul x(J) comme dans l'enonce. □ 

Notons que si J et 7r verifient les hypotheses de la proposition 12.6. 1\ alors 
S\J et ii les verifient aussi et on a la relation x(J)x(S\J) = u n (p) ou u n est le 
caractere central de tt (cela vient du fait que (JJ) ("Jj agit par la multiplication 
par u n (p)). 

Bien que nous n'en ayons pas strictement besoin pour les applications globales, 
il est eclairant de replacer la proposition 12 . 6 . ll dans le contexte de [5]. 

On rappelle que p est reductible generique et que T>(J>) designe l'ensemble de ses 
poids de Serre (cf. § I2.1|) . Soit D(J>) la representation maximale (pour l'inclusion) 
de GL 2 (F 9 ) sur &g verifiant les deux conditions : 

(i) le socle de D(p) est @ T ev{p) r 

(ii) les constituants de ce socle n'apparaissent pas ailleurs dans D(j>). 

On peut montrer qu'une telle representation existe (cf. [SJ Prop. 13.1]). De plus, 
D(p) est alors de la forme Q) T £V(p)D T (p) ou D T (j>) est l'unique facteur direct de 
-D(p) de socle r et les caracteres de 1(Ol) qui apparaissent sur D(p) ll( -° L ^ sont 
tous distincts (i.e. apparaissent avec multiplicity 1). 

Lemme 2.6.2. - - Soit J C S. 

(i) Le poids de Serre r(J) est un constituant de D(p). 
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(ii) Le poids de Serre r(J) est un constituant de D T (0)(p) si et seulement si 
Z(p) n {a G S, a £ J, a o p~ x G J} = 0. 

Demonstration. - - (i) Comme indS^j ^ 7f( J) ®rj(J) a certains de ses constitu- 
ants dans (par exemple r(0)), on deduit facilement de la structure de cette 
induite (cf. [SI § 2]) qu'elle possede un quotient de socle un poids de Serre dans 
V(j>), de co-socle r(J) et dont aucun constituant a part le socle n'est dans T>(p). 
Par maximalite de D(p), on en deduit que ce quotient est un sous-objet de D(p), 
d'ou (i). 

(ii) On fixe a E S et on reprend les notations de la preuve du lemme 12.1.41 

GL ( O ) 

Les constituants de indj^ 2 ^ 1 'rf(J) £g> rj(J) qui sont dans T>(p) sont les poids de 
Serre indexes par les parties de S contenant {a^opi ,j g J min } et contenues dans 
{a o <pi,j G J max } oil J min et J max sont comme suit (cf. |3. Prop.4.3] et les 
egalites (19) de la preuve de loc.cit.) : 

jmm _ X j+1 (x j+ i) = p-l- Xj+i OU (\ j+1 (x j+1 ) = X j+1 + 1 

eta o^ +1 £Z(p))} 

jmax = |^ X j+1 (x j+1 ) G {p ~ 1 - X j+1 , X j+1 + 1} OU (\ j+1 (x j+1 ) =p-2~ X j+1 

eta o^ +1 eZ(p))} 

avec (\j(xj))j(z{o^.. j-i} comme en ([6]). En particulier, on a toujours (cf. fin de la 
preuve du lemme 12. 1 .4j) : 

{ao o tf?,j e J min } c S\J c {a o ^, j g J max }. 

De plus r(0) est indexe par <S\J dans ind^^° L ^ rf( J) ®r}(J). Par construction 
de D(p), on voit done que r(J) est un constituant de D T m(p) si et seulement si 
S\J = {a ol P^j £ t/ max }. En procedant comme dans la preuve du lemme 12". 1.4| 
cela est equivalent a a o pi +l Z(p) si Xj + i(xj + i) = p — 2 — e'est-a-dire si 
(T o £ J et ao o tpi £ J par flBj). C'est done equivalent a Z(p) PI {cr G 5, a ^ 
J, a o (p" 1 G J} = 0. □ 

La proposition suivante n'est pas utilisee dans la suite, mais donne une variante 
plus precise de la proposition 12.6.11 

Proposition 2.6.3. - - Soit 7r une representation lisse de GL 2 (L) sur k^ avec 
un caractere central et verifiant les proprietes suivantes : 

(i) 7T contient D(p) 

(ii) le GL 2 (Ol) -socle de n est celui de D(p) 
(Hi) D(j)) 1i( - 0l ^ est stable par (JJ) dans tt. 

Soit J C S tel que Z(j>) n{aeS,a^J,ao p^ 1 G J} = 0. Alors il existe (a 
multiplication par un scalaire non nulpres) un unique vecteurv G D^ij)) 1 ^ ^ C 
n h(o L ) non nu i sur i e q Ue i 1(Ol) agisse parfj'(J) ®rj(J). De plus, si Z(p) fl {a G 
S,a G J, a o <p _1 ^ J} = ; alors il existe un unique element x(J) G k^ tel que 
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Von ait I'egalite de la proposition lKKTi Si Z(p)C\{a G S, o G J,crotp 1 ^ J} ^ ; 
a/ors on a dans 7r ; 

seF, v <reJ 7 v 7 v 7 

Demonstration. — Notons que les hypotheses (i) et (ii) et la definition de D(j5) 
font que Hom GL2 (c) L )(-D(p), it) = k E de sorte que 7r contient D(p) de maniere 
unique. Par le lemme I2.6.2| r(J) est un constituant de D T ^(p) et les deux 
cas correspondent respectivement a r(S\J) est un constituant de D T ^(p) et 
t(S\J) n'est pas un constituant de D T ^(p). On ne demontre que le deuxieme 
cas, la preuve du premier etant analogue a celle de la proposition 12.6.11 Par les 
hypotheses et par les definition et structure de D(p), on a (ph) v £ D T (p) pour un 
r G T>(p) qui n'est pas r(0). La sous-GL 2 (C^)-representation (GL 2 (Ci) (J J) ?;) 
de D(p) engendree par (pj)t;est contenue dans D T (p) et en particulier n'a done 
pas r(0) dans ses constituants. Considerons la surjection canonique : 

ind^^(J)®rf(J) - <GL 2 (0 L ) (}&)«) 

donnee par reciprocity de Frobenius. Dans cette surjection, le constituant r(0) 
de mdS^^ ?y( J) ®rj'(J) est necessairement envoye vers a droite puisqu'il n'y 
apparait plus comme constituant. Par [5j Lem.2.7], le vecteur : 

s'il est non nul, est tel que agit sur lui comme sur t{$) 1i( "° l \ Or le caractere 

correspondant de I(Cl) n'apparait pas dans (GL 2 (Ol) (Jo) v ) car aucun autre 
constituant que r(0) ne peut le donner. Ce vecteur est done nul. □ 

Remarque 2.6.4- ~ ~ 0) Soit 7r comme dans la proposition ^. 6. 3l et J C S tel que 
fl F( J) = 0. Alors par le lemme l2~.1.4l le couple (J, 7r) verifie les hypotheses 
de la proposition 12.6.11 et en particulier il existe un unique v G tt 11 ^) non nul 
(forcement dans D T ^^p) ll ^° L ^ par la proposition I2.6.3P sur lequel agisse 
par rf (J) <g> 77 (J). Si Z(p) fl {a G 5, cr ^ J, a o ip" 1 G J} = mais Z(p) fl {a G 
S,a e J, crop -1 £ J} ^ 0, un tel vecteur n n'est pas forcement unique, i.e. il peut 
exister w G 7r Il ^ c ' i ^\D T (0)(p) Il ^ c,i ^ (non nul) sur lequel I(Cl) agit par rf(J) ®rj(J). 
Cela vient du fait que mdf^? L ' v'(J) ®v(J) possede alors plusieurs constituants 
dans T>(p) (e.g. les poids de Serre r(0) et r, cf. preuve precedente). 
(ii) Lorsque Z(J>) = 0, i.e. lorsque T>(p) = {t(0)}, les x(J) (pour tout J C 
S) sont les seuls invariants construits dans [5] car ils determinent dans ce cas 
completement Taction de (° J) sur D(p) Il( -°^ = D T ^(p) h( -°^ . 

Par [5], on peut trouver des representations 7r verifiant les hypotheses de la 
proposition 12.6.31 (et done de la proposition 12. 6. II pour J tel que Z(p) OF (J) = 0) 
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et avec des valeurs presque quelconques pour les x( J). Plus precisement, pour tout 
v G k E qui est un carre dans Ue et tout up let (x(J))j d'elements de k,E (ou J 
parcourt les parties de S verifiant Z(j>) n{creS,a^J,ao ip^ 1 g J} = 0) qui 
est tel que : 

x(J)=0 Si Z{p) n {<T G 5,(7 G J^Oip' 1 £ J} ^ 

X (J) = z/x^J)- 1 si n {a G 5,0- G ^o-o^- 1 £ J} = 

(notons que la condition dans le deuxieme cas est equivalente a Z(p)r\F(J) = 0), 
alors il existe (au moins) une representation 7r lisse admissible avec un caractere 
central u n tel que u> n (p) = v, qui verifie toutes les proprietes de la proposition 
12.6.31 et telle que pour tout J verifiant Z(p) D {a G S,a £ J, a o ip' 1 g J} = : 

E ( n *cr-) (w J) g J) . E ( n *cr-) (>? J) « 

Le corollaire suivant, qui resume l'essentiel des resultats locaux qui precedent, 
montre que sous certaines conditions sur n (qui seront verifiees dans un cadre 
global), les scalaires x(J) ne peuvent pas prendre n'importe quelles valeurs. 

Corollaire 2.6.5. - - Soit J) reductible generique et J C S tel que Z{p)C\F(J) = 
0. Soit n une representation lisse de GL 2 (L) sur k E telle que (J, ir) verifie 
les hypotheses de la proposition \2.6.1\ de sorte que le scalaire x(J) G k E est 
defini. Soit M. un O ] e -module fortement divisible de type i](J) <g> i]'(J) tel que 
p ~ Hom Fil i iipi (M., A cri s®z p IFp) v (l) et definissons tt p etv comme dans le theoreme 
\2.5.2\ On suppose qu'il existe un OE-reseau stable 7T° dans ir p contenantv ainsi 
qu'un morphisme O E-lineaire GL,2(L)-equivariant it® — > it tel que I'image de v 
dans it est non nulle. Alors on a : 



Yl x a (r a + 1) 



x(j)=-^(-i)(n^n^) _1 

cr£j o4J 



treJ 



o$j n x °( r ° + ^ 



<T<£J 

avec (a a ) aeS , (Ar)a&s et (x a ) aeS comme en (Qp. 

Demonstration. — Cela decoule de la proposition I2.2.3[ du theoreme 12.5.21 avec 
les remarques 12.5.31 et 12.4.21 et de la proposition 12.6.11 □ 

Remarque 2.6.6. - - (i) Le corollaire 12.6.51 applique avec J et S\J pour p et 
7r fixees (rappelons que Z(jp) PI F(J) = est equivalent a Z(J>) fl F{S\J) = 0) 
fournit x(J)x(S\J) = (u; -1 det p)(p) = (detp)(p). 

(ii) Lorsque Z(p) = 0, on peut recrire la formule ci-dessus pour x(J) sous la 
forme plus simple : 

*M--e(-i)(n°*n^~ X*t' + +ir 

_ 7 , , ' ~— t Jj ooip\i crow ~ 
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3. Resultats globaux 

3.1. Quelques preliminaires. — On commence par quelques preliminaires, 
notations et definitions. 

Soit F un corps totalement reel. Pour chaque place finie v de F, on note F v 
le complete de F en v et on identifie G&\(F V /F V ) a un sous-groupe de Gal(Q/F) 

via un choix de plongement Q F v . On note k v le corps residuel de F v , q v = f 

\k v \, | ■ | = vai(-) (pM ~vdl{w v ) = 1 si w v est une uniformisante de F v ), I v C 
qv 

W v les sous-groupes d'inertie et de Weil de Gal(F„/F„) et Fr„ e GsX(k v /k v ) un 
Frobenius geometrique x \- > x Qv en v. On normalise la theorie du corps de classes 
local de telle sorte que les releves des Frobenius geometriques correspondent aux 
uniformisantes. On normalise la correspondance locale de Langlands de telle sorte 
que, si £i et £2 sont des caracteres lisses de F* tels que ^i^ 1 7^ | ■ | ±:L , alors la 
representation de W v qui correspond a Ind^^^ £1 <g> £ 2 | • I" 1 est £1 © £ 2 . 

Soit D une algebre de quaternions sur F qui est deployee en une seule des 
places archimediennes de F notee r (on exclut le cas F = Q et D = GL2). On 

fixe un isomorphisme D T d = D ®_p )T R = M 2 (R) et on pose d = (D ©q A/) x ou 
Af = f Z g) Q est l'anneau des adeles finis de Q. Si v est une place finie de F, on 

note D v = f D ® F F v . Pour chaque sous-groupe ouvert compact U C , on note 
Xjj la courbe algebrique projective lisse sur F associee a U par la theorie des 
modeles canoniques de Shimura |38] (voir [§J § 1.1] pour un resume des resultats 
sous la forme que Ton utilise ici, sauf que Ton prend la convention associee au 
choix de signe e = 1 comme dans |13[ § 3.3] plutot que la convention de [H] 
adoptee dans j8]). Les points complexes de Xjj relativement a r s'identifient a : 

D X \((C\R) x D*/U) 

ou Taction de D x sur C\R se fait via D x D* ^ GL 2 (R). Pour g e D* et pour 
des sous-groupes ouverts compacts U, V C tels que g~ x V g C [/, l'application 
sur les points complexes definie par la multiplication a droite par g provient d'un 
morphisme de courbes algebriques Xy — > Xy defini sur F, et tous ces morphismes 
induisent des applications Gal(Q/F)-equivariantes sur la cohomologie etale : 

On obtient comme cela des actions de Gal(Q/F) et de qui commutent sur : 

Un^^H^X^Wpm 

ou la limite inductive est prise sur les sous-groupes ouverts compacts U C Dj , 
ou les applications de transition pour V C U sont induites par g = 1 et ou (1) 
signifie le tordu par le caractere cyclotomique p-adique de Gal(Q/F). L'action 
de Gal(Q/F) est continue et celle de Dj est lisse et admissible. (On pourrait 
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aussi prendre la cohomologie etale a coefficients dans une extension finie E de 
Q p , mais pour l'instant, il est plus pratique d'avoir Q p ). 

Fixons des plongements Q C et Q > Q p et soit a 2 la representation de 

= f (D <2)q R) x qui, en r est la representation de la serie discrete holomorphe 
de poids 2 de D* = GL 2 (M) de caractere central trivial et qui aux autres places 
infinies est la representation triviale. On a une decomposition : 

7T 

ou il parcourt les representations automorphes de (D ®q A) x telles que : 

Dans la decomposition ci-dessus, 717 designe la representation de Dj sur Q telle 
que : 

C%7Tf = Homcpx^o-s,^) 

et p n = f HomQj D x](7Tj, II^) est une representation de Gal(Q/F) de dimension 2 

sur Q p . Pour une extension finie E suffisamment grande, on ecrit encore p^ pour 
la representation Gal(Q/F) — > GL 2 (E). 

Dans ce cadre, la compatibilite local-global de la correspondance de Langlands 
est due a Carayol [10J pour v /\p et a T. Saito |35] pour v\p. Chaque iXf se 
factorise comme un produit tensoriel restreint sur toutes les places finies v de F : 

71/ = ®' v tt v 

ou Qp ®q7i v = ttd v ( ^^(Ptt\gd,i(f\;/f v ))) es ^ ^ a representation lisse irreductible de 
D* correspondant (par la correspondance de Langlands locale) a la "Frobenius- 
semi-simplifiee" de WD(p w \ Ggl rp^, F s), la representation de Weil-Deligne associee 
& P^\g&\(K/f v )- ^n particulier, la representation Pk\q & \(W,if v ) es ^ potentiellement 
semi-stable pour tout v\p et la representation WD(p^| Gal ^ / , F ^- ) ) est indecomposa- 
ble lorsque D v n'est pas deployee. 

Passons maintenant a la caracteristique p. Soit p : Gal(Q/F) — > GL 2 (k E ) une 
representation continue, irreductible et totalement impaire. On suppose toujours 
que le corps fini k E contient l'extension quadratique d'un corps (fini) sur lequel p 
est definie, de sorte que (i) k E contient les valeurs propres de p(g) pour tout g G 
Gal(Q/F) et (ii) si H est un sous-groupe de Gal(Q/F) tel que la restriction p\u 
est reductible alors elle est reductible sur k E . On suppose de plus p modulaire au 
sens ou elle provient d'une forme modulaire de Hilbert propre (de poids et niveau 
quelconques) . Comme precedemment en caracteristique 0, la limite inductive sur 
les sous-groupes ouverts compacts U de permet de definir une representation 
de Gal(Q/F) x D* : 

Tl D ^\\^Hl t {X m ,k E ){l). 
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On definit alors une representation lisse de sur ks par : 

7r D (p) = Hom feB[Gal(Wi?)] (p, n D ) 

(notons que tid(p) est la representation associee au dual de p dans [SJ § 4]). Par 
[39|, la representation 7Td(p) est non nulle pour certains choix de D que Ton 
explicitera au § 13.21 (voir le corollaire I3.2.3p . Un argument classique (voir par 
exemple (SJ Lem.4.11]) montre que si U est suffisamment petit, alors on a : 

n D (p) u = Hom fcB[Gal( Q /F)] (p,iJ 1 (X^,/c £ ;)(l)), 

en particulier la representation 7Td(p) est admissible. A la suite du travail d'Emer- 
ton [19J pour GL 2 /Q, il est conjecture dans [H Conj.4.7] que ttd(p) se factorise 
comme un produit tensoriel restreint : 

(26) 7i D {p) = 

ou chaque 7Td,v(p) est une representation lisse admissible de D* sur Ue- Au moins 
pour v ne divisant pas p, on s'attend de plus a ce que 7Td,v(p) ne depende que 
des classes d'isomorphisme de p\gh\(f\;/f v ) e ^ de D v . Si v divise p et si r est une 
representation lisse irreductible de Op sur kE (ou Od v est un ordre maximal 
dans D v ), on dit que p est modulaire de poids r (en v, par rapport a D) si : 

Rom k E [o^ v ]( T ^D(p)) ^ 0. 

Nous utiliserons le resultat recent suivant de Gee et Kisin (cf. |24[ Thm.B]) sur 
les poids dans la conjecture de Serre de [8]. 

Theoreme 3.1.1. - - Supposons p > 2, p|Gai(Q/F(^T)) irreductible et, si p = 5, 
Vintage de p(Gal(Q/F)) dans PGL 2 (k E ) differente de PGL 2 (F 5 ) et PSL 2 (F 5 ). 
Soit v une place de F divisant p telle que F v est non ramifiee et D v est deployee. 
Si p est modulaire de poids r (en v, par rapport a D) alors r G D{p\gh1(K/f v ))- 

II y a egalement une action de Gal(Q/F) x Dj sur la cohomologie etale a 
coefficients entiers : 

U D d ^li^Hl t (X m ,O E )(l). 

Soit 7i une representation automorphe de (D <g> A) x telle que ti^ = o~2 et p n = p 
ou p n est la reduction de l'unique C^-reseau stable par Gal(Q/F) a homothetie 
pres dans p n . On suppose que E est suffisamment grand pour que p^ soit deflnie 
sur E et on pose : 

(27) 7r 0d i f Hom Oj3[Gal(WF)] (p°,n° D ) 

ou p° est un C^-reseau stable par Gal(Q/F) dans p n . L'application naturelle 
Qp®o e 71-0 — > Qp®^ 71 "/ est un isomorphisme. De plus, comme Gal(Q/F) agit sur 
lim H°(X tt -q, Oe)(1) via Gal(Q/F) ab , I'irreductibilite de p implique que : 

(n°) u = Roia OE[Gm/F)] ( P l,Hl t (X m OE)(l)) 



34 



C. BREUIL & F. DIAMOND 



pour tout sous-groupe ouvert compact U C Dj. En particulier (le C^-module 
sous-jacent a) 7r° n'a pas de vecteurs divisibles. Par ailleurs, l'injection : 

k E ®o E Hi(X m Oe) Hl t (X m k E ) 

(en fait un isomorphisme) montre que l'application naturelle : 

k E ®0 E (*T -+ 7T D (P) U 

est injective. En prenant la limite inductive, on obtient le lemme suivant. 
Lemme 3.1.2. - - L'application naturelle k E ®o E 71-0 — * ^d(jP) est injective. 

3.2. Releves de type fixe. — On rappelle quelques consequences de resultats 
de Gee et de Barnet-Lamb, Gee et Geraghty Q23J, pQ, [2]) et on en deduit 
quelques autres. 

Le resultat principal de Gee est inspire d'une technique due a Khare et Win- 
tenberger ( |29j ) pour demontrer l'existence et la modularity de releves avec com- 
portement local present de representations p : Gal(Q/F) — > GL 2 (/c£i) (continues, 
irreductibles, totalement impaires). II generalise des resultats de |18j (pour v ^ p) 
et de |28] (pour v = p) dans le cas F = Q, eux-memes inspires des resultats de 
changement de niveau de Ribet (|33j. |34j). Ce resultat de Gee est etendu et 
renforce par celui clef de Barnet-Lamb, Gee et Geraghty qui donne l'existence de 
tels releves qui sont ordinaires en des places prescrites au-dessus de p. 

On conserve les notations du § 13. 1[ Pour v place finie de F on note v la sur- 
jection canonique G&L(F V /F V ) -» Gal(k v /k v ) = Z oil l'isomorphisme de droite 
est defini en envoyant le Frobenius geometrique Fr v sur 1. On rappelle qu'une 
representation de Weil-Deligne (r, N) en v (definie sur Q p ) est un Q p -espace vec- 
toriel V de dimension finie muni d'une representation lisse r : W v — > Aut^-V 

et d'un endomorphisme nilpotent N : V — > V tels que Nr(g) = r(g)N 
pour tout g 6 W v . On definit un type de Weil-Deligne en v comme une classe 
d'equivalence [r, N] de representations de Weil-Deligne en v de dimension 2 
ou (r, N) ~ (r',N f ) si (r\i v ,N) est isomorphe a (r'\i v ,N'). On dit qu'une 
representation lineaire continue p : G&L(F V /F V ) —> GL 2 (Q P ) est de type de Weil- 
Deligne [r, N] si p est potentiellement semi-stable et si WD(p) ~ (r,N). On dit 
que p : G&l(F v /F v ) — > GL 2 (E) est de type de Weil-Deligne [r, N] si Q p ®s P en 
est. 

Soit [r, N] un type de Weil-Deligne en v. On dit qu'une representation lisse 
irreductible 6 V de sur E est un K-type pour [r, N] si Ton a l'equivalence 
suivante pour toute representation de Weil-Deligne (r', N') en v de dimension 2 : 

Hom^px j (9 V , 7Td„ (r 1 , N')) ^ ^ (r',N') ~ (r, N). 

Supposant E suffisamment grand, un i^-type pour [r, N] existe (sans etre en 
general unique) sous l'une des deux hypotheses suivantes : 
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(i) D v est non ramifiee et N = 

(ii) D v est ramifiee et ou bien r est irreductible ou bien N ^ 0. 

Le lemme ci-dessous relie poids de Serre et types et se demontre par un argu- 
ment classique que Ton omet (voir par exemple [8j Prop. 2. 10] pour un enonce et 
une preuve sous des hypotheses legerement differentes) . 

Lemme 3.2.1. - - Soit v une place de F divisant p, [r,N] un type de Weil- 
Deligne en v et 9 V un K-type pour [r, N] . On a p = p n pour une representation 
automorphe 7r de (D ®q A) x telle que = cr 2 et P-k\q & \(f\;/f v ) es ^ de type [r,N] 
si et seulement si p est modulaire de poids t (en v, par rapport a D) pour un 
constituant r du semi-simplifie de 6 V sur Ize- 

On rappelle maintenant la consequence suivante des resultats de Barnet-Lamb, 
Gee et Geraghty ([23], PQ, [2]). 

Theoreme 3.2.2. - - Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — > GL 2 (A:_e) modulaire, 
PlGai(Q/F(^T)) irreductible et, si p = 5, Uimage de p(Gal(Q/F)) dans PGL 2 (/ce) 
differente de PGL 2 (F 5 ) et PSL 2 (F 5 ). Soit ip : Gal(Q/F) -> E x un caractere qui 
releve det p et tel que ipe' 1 est d'ordre fini, T un sous- ensemble de V ensemble des 
places de F divisant p et S un ensemble fini de places finies de F contenant les 
places divisant p et les places ou~p ou ip sont ramifies. Pour chaque v G S, soit 
[r v ,N v ] un type de Weil-Deligne en v et pour chaque v G T U {v\p,N v ^ 0}, 
soit ~jl v : Ga\(F v /F v ) — > un caractere. Supposons que, pour chaque v G S, 
P\G<d(Fv/F v ) a dmet un releve p v : Gdl(F v /F v ) —> GL 2 (_E) tel que : 

(i) si v\p alors p v est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate (0, 1) 
pour tout F v ■=— >■ Q p 

(ii) si v\p alors p v est potentiellement ordinaire si et seulement si v G T 
(hi) p v est de type de Weil-Deligne [r v ,N v ] (v G S) 

(iv) si v G T U {v\p,N v ^ 0} alors p v a une sous-representation a v de dimen- 
sion 1 telle que a v releve ~p v u et o^e -1 !^ est d'ordre fini 

(v) detp v \ Iv = ip\ Iv (v G S). 

Alors, quitte a agrandir E, ~p possede un releve p : Gal(Q/F) — > GL 2 (E) continu 
non ramifie en dehors de S et tel que : 

(i) si v\p alors p\ghi(k/f v ) es ^ potentiellement semi-stable de poids de Hodge- 
Tate (0, 1) pour tout F v Q p 

(ii) si v\p alors p|Gai(i^/F„) es ^ potentiellement ordinaire si et seulement si v G T 
(hi) p\c a uj\;/F v ) es ~k de type de Weil-Deligne [r v ,N v ] (v G S) 

(iv) si v G T U {v\p,N v ^ 0} alors pIcaifF^/F,,) a une sous-representation o' v de 
dimension 1 telle que o' v releve Jl v u et a^e' 1 ]^ est d'ordre fini 

(v) det p = if). 



36 



C. BREUIL & F. DIAMOND 



De plus, un tel releve p de p provient d'une forme modulaire de Hilbert de poids 
(2,2,- -.,2). 

Demonstration. — Ce theoreme se deduit des resultats principaux de |23] et [2] 
comme explique dans la preuve de j24[ Lem.5.3.2]. II differe de loc.cit. seulement 
parce que le cas N v =fi n'y est pas considere lorsque v\p et n'y est pas explicite 
lorsque v\p. Pour obtenir le theoreme I3.2.2[ il sumt de modifier les arguments 
dans |23] comme explique ci-dessous. 

D'abord, on verifie qu'il existe une extension resoluble F /F de degre pair telle 
que : 

(i) les restrictions r v \ Iw , p| GaJ( ^; /FOito) et ^e- l \ Gal(K/Fow) sont triviales pour tout 
v G S et tout w\v 

(ii) les hypotheses de [24[ Lem.5.3.2] s'appliquent a r = ploaifQAFb) ou ( crian g ean t 
i en p, S en S + et $ en ^| GaJ( Q /jFb) ) : 

— S + = II So ou So est l'ensemble des places de F au-dessus des places 
v de F telles que v \p et N v ^ 

— t^, est trivial pour tout «j G 5 + 

— si if \p alors _R<„ est la composante irreductible (de l'anneau de deformation) 
parametrant les deformations ordinaires si et seulement si w divise v pour 
un v dans T 

— si w G So alors R w est la composante irreductible (de l'anneau de deforma- 
tion) parametrant les deformations de la forme ( 6 * ) dans une base conven- 
able. 

Notant D l'algebre de quaternions sur F ramifiee exactement aux places infmies 
et aux places de S , on obtient alors une representation automorphe tt de (_D ®q 
A) x telle que : 

— 7r 0)U , est triviale si w est une place infinie ou si w G Sq 

— 7T 0iW est non ramifiee si w ^ Sq 

— Pn — P\ Gal(Q/-F ) 

— si w\p alors ir est ordinaire en w si et seulement si w\v pour un v dans T. 

On utilise alors l'argument d'augmentation du niveau de |39] comme dans la 
preuve de j301 (3.5.3)] pour remplacer So par l'ensemble de toutes les places 
de F au-dessus des places v de F telles que N v ^ 0. Plus precisement, soit 
Wi, ■ ■ ■ ,w r les places de F divisant p et au-dessus d'une place v de F telle que 
N v ^ 0. Pour i — 1, • • • , r on definit par recurrence des extensions de F telles 
que : 

— Fi/Fi_i est quadratique totalement reelle 
" PlGai(Q/^(^T)) est irreductible 

— si w G SI alors w est totalement decomposee dans Fi ou S^ est l'ensemble 
des places de au-dessus des places de {u>i, • • • , Wj} II So 
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— si w est une place de au-dessus d'une place de {wi+i, • • • , w r } alors w 
est inerte dans Fj. 

Soit Si l'ensemble des places de F au-dessus de celles de S^, on a = {w'A-USi^i 
ou w[ est l'unique place de Fj_i au-dessus de W;. Soit F; l'algebre de quaternions 
sur Fi ramifiee exactement aux places infinies et aux places de Si. On montre 
par recurrence sur i qu'il existe une representation automorphe 7r, de (Di ®qA) x 
verifiant la meme liste de proprietes que 7r (voir ci-dessus) avec F remplace par 
Fi, Do par Di et So par Si (cela se demontre en choisissant un premier auxiliaire 
£ satisfaisant |30[ (3.5.6)] et en appliquant l'argument de [301 (3.5.3)], l'existence 
d'un releve de J> 7H - 1 \giii(f~7/f ,) ^ e type de Weil-Deligne [r, N] avec r non ramifiee 

i % 

et N 7^ combinee avec l'ordinarite de 7r^_ 1 en la place w[ et la compatibilite 
local-global en w[ assurent que les hypotheses de |30l (3.1.11)] sont satisfaites, 
l'hypothese w[\p etant superflue dans la preuve lorsque la representation r de 
loc.cit. est triviale). 

Pour finir, on procede exactement comme dans la preuve de (23[ (3.1.5)] : pour 
toutes les places finies v G S telles que N v ^ 0, on choisit la composante 
irreductible (de l'anneau de deformation locale "cadree" (framed)) parametrant 
les releves conjugues a \i v (o t) avec fi v : Gal(F v / F v ) — > choisi tel que le releve 
p v de l'enonce verifie p v ~ ^(oi) ( c f- |29l (3.2.6)] pour une analyse de cette 

composante lorsque v divise p). En travaillant au-dessus de F' = f F r , on voit 
que l'anneau de deformation qui en resulte possede un point modulaire, et done 
tous ses points a valeurs dans Z, p sont modulaires et il est fini sur Z p . II s'ensuit 
que Rpg est fini sur Z p , done a un point a valeurs dans Z p . De plus, si p est la 
deformation correspondante, alors p|G a i(Q/,F') es ^ modulaire, et done aussi p. Cela 
conclut la preuve. □ 

Notons (HO) l'hypothese de compatibilite suivante entre D et p : 

(HO) Pour chaque place v de F telle que v\p et D v est ramifiee, la representation 
P~\g&\(k/f v ) es t s °it irreductible soit isomorphe a une representation de la 
forme Jl v {%\) pour un caractere Ji v : Gal(F„/F„) — > k%. 

Corollaire 3.2.3. - - Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — > GL 2 (k E ) modulaire, 
p\gh1(q/f(^i)) irreductible et, si p = 5, I 'image de p(Gal(Q/F)) dans PGL 2 (/ce) 
differente de PGL 2 (F 5 ) et PSL 2 (F 5 ). Alors itd(p) 7^ (voir § IJ. 1\) si et seulement 
si l'hypothese (HO) est verifiee. 

Demonstration. — Notons d'abord que 7Td(/5) est non nul si et seulement si 
P = Pit pour une representation automorphe n de (D £g>Q A) x telle que 71^ = a 2 . 
En effet, si une telle 7r existe alors le lemme 13.1.21 montre que tid(J>) ^ 0. 
Reciproquement, si hd(p) ^ alors p est une sous-representation de la reduction 
d'un reseau dans H^X^q, E)(l) pour un U convenable, et la representation 
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Hl t {X u ^E){l) est une somme directe de telles representations p n (quitte a 
agrandir E). En particulier, si 7Td(p) 7^ et D est ramifiee en v, alors p possede 
un releve modulaire p tel que ploai^/F^) es ^ so ^ hreductible, soit un tordu d'une 
representation de la forme (§*). De plus, il est bien connu que si p|oai(5U/^) 
est irreductible mais a une reduction reductible, alors c'est une induite d'un car- 
actere ip '■ Gal(F v /L) — > tel que if) = ip oil q v = — 1 modp, L est l'extension 
quadratique non ramifiee de F v et a le generateur de G&\(L/F V ). On en deduit 
que p\Ga,i(Fv/Fv) es ^ dans tous les cas de la forme requise pour que (HO) soit 
verifiee. 

Reciproquement, supposons (HO) satisfaite. Comme p est modulaire, on a 
p = p^., pour une representation automorphe it' de (D' ®q A) x telle que tt^, = cr 2 
ou D' est une algebre de quaternions sur F non ramifiee aux places divisant p et 

en une place infinie exactement (voir par exemple [8J (2.12)]). Soit if) = f det p n > 
et, pour chaque v\p, soit r„ un poids de Serre tel que p est modulaire de poids 
t v (en v) par rapport a D' . Par la proposition 14.41 (ou la proposition |4.3j) de 
l'appendice, r„ est un constituant de la reduction d'un if-type supercuspidal, 
done par le lemme I3~.2.1I pour chaque v\p la representation p\Gai(F\;/F v ) admet un 
releve potentiellement semi-stable p v avec tous ses poids de Hodge- Tate (0, 1) 
et de type de Weil-Deligne correspondant a une representation supercuspidale. 
Pour chaque v \ p ou D est ramifiee, l'hypothese (HO) assure que plcai^/iO 
admet un releve p v de type de Weil-Deligne special ou supercuspidal. Comme 
det p\r v = ip\i v pour tout v, on peut tordre chaque p v par un caractere d'ordre une 
puissance de p de sorte que det p v \i v = ip\i v . Maintenant par le theoreme 13.2.21 
et la correspondance de Jacquet-Langlands, on a p = p n pour une representation 
automorphe 7r de (D ®q A) x telle que tt^ = cr 2 . On en deduit 71d(p) 7^ 0. □ 

Meme si l'objectif principal de cet article concerne les proprietes de l'hypothe- 
tique facteur local itd,v(p) en fl26|) pour v\p lorsque D* = GL 2 (F„) et F v est non 
ramifiee sur Q p , on en profite pour signaler le resultat surprenant suivant lorsque 
D v reste une algebre de quaternions en v\p. 

Corollaire 3.2.4- ~ ~ Supposons p > 2, p : Gal(Q/F) — > GL 2 (/c£;) modulaire, 
PlGai(Q/F(^T)) irreductible et, si p = 5, Vintage de p(Gal(Q/F)) dans PGL 2 (A;e) 
differente de PGL 2 (F 5 ) et PSL 2 (F 5 ). Si §W\) est vrai alors pour toute place v de 
F divisant p ou D est ramifiee la representation ttd,v{p) est de longueur infinie. 

Demonstration. — Soit 7r une representation automorphe de (D®qA) x telle que 
^oo — o~2 et p w = p. Soit S l'ensemble des places w ^ v de F telles que ou bien 
w\p ou bien P-k\gh\(f^/f w ) es ^ ramifiee (S contient done en particulier les places 

finies distinctes de v ou D est ramifiee) et soit ip = det p v . Pour chaque w G S, 
soit [r w ,N w ] le type de Weil-Deligne de P^cai^/i^,)' Soit r v un poids de Serre 
quelconque pour lequel p est modulaire en v par rapport a D. Par la proposition 
14.71 (cf. appendice), pour tout m > il existe un if- type supercuspidal 9 V}m de 
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conducteur essentiel 2m + 3 dont la reduction contient r v comme constituant. Par 
le lemme l3~".2.1[ on en deduit que p|oai(5ViO admet un releve p VjTn potentiellement 
semi-stable a poids de Hodge- Tate (0, 1) de type de Weil-Deligne irreductible 
[r v ,m, 0] de conducteur essentiel 2m + 3. Quitte a tordre par un caractere, on peut 
de plus supposer det p v , m \i v — i>\i v - P &r le theoreme l3.2.2l et la correspondance de 
Jacquet-Langlands, on a done une representation automorphe n m de (D ®q A) x 
telle que 7r m>00 = a 2 , p Wm = p, pn m \ Ga \(T^/F w ) est de tyP e de Weil-Deligne [r w , N w ) 
pour tout w G S et Pn m \Gai(F\;/F v ) est de type de Weil-Deligne [r Ui7n ,0]. Pour 
w G S et pour un sous-groupe ouvert compact U w C Op m , la dimension (sur 
Q) de ir^" w est independante de m (car la compatibilite local-global et le fait 
que P7r m \GaX(Fw/F m ) es ^ de ^yP e de Weil-Deligne independant de m impliquent que 
la restriction 7r miW \ x ne depend pas de m). Soit U v = f Y\ Wz a v U w ou, pour 

D w / 

w E S, U w est suffisamment petit pour que vr^™^ 7^ et ou = 0^ pour 
w $l S. Alors on a dim^vr^j = Cg^ 1 pour un entier C strictement positif et 
independant de m (voir la proposition 14.71 de l'appendice). Par le lemme l3.1.2l on 
a done dim fcj3 tt d (J>) uv > Cq™. Comme e'est vrai pour tout m, on en deduit que 
^d(p) UV est de dimension infinie. Si (I2T)]) est vrai, on voit done que 71d,v(p) est 
aussi de dimension infinie. Comme D* est compact modulo son centre, toutes ses 
representations lisses irreductibles sur k E sont de dimension finie. On en deduit 
que tid,v(p) est de longueur infinie. □ 

Nous donnerons au § 13.51 ci-dessous une variante du corollaire 13.2.41 (cf. corol- 
laire I3.5.4|) qui s'applique, elle, a une "vraie" representation tcd^(j)) (et non plus 
conjecturale) que nous defmissons maintenant. 

3.3. Le facteur local. — Si p est modulaire et si v est une place de F divisant 
p, on definit de maniere ad hoc (sous quelques hypotheses techniques assez faibles) 
un "facteur local" ttd,v(p) dependant de la representation globale p. 

On suppose p > 2 et on fixe une representation p : Gal(Q/F) — > GL 2 (fc_B) 
continue, modulaire et irreductible en restriction a Gal(Q/ F(tfl)) telle que, si 
p = 5, l'image de p(Gal(Q/F)) dans PGL 2 (k E ) est differente de PGL 2 (F 5 ) et 
PSL 2 (F 5 ). On fixe une place v de F au-dessus de p (on ne fait pas d'hypothese 
supplement aire sur v dans cette section). On fixe aussi une algebre de quaternions 
D sur F verifiant (HO), de sorte que ttd{p) 7^ par le corollaire 13.2.31 On note 
Od un ordre maximal dans D et Od w son adherence dans D w pour une place 
finie quelconque w de F. Dans toute cette section, on suppose de plus satisfaites 
les hypotheses (HI) et (H2) suivantes : 

(HI) Si w est une place finie de F ou D est ramifiee, alors p\Gai(Ki/F w ) es ^ 11011 
scalaire. 

(H2) Si w ^ v est une place de F divisant p, alors D w est deployee et p|Gai("F\^/F I1 ,) 
est reductible non scalaire. 
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L'hypothese (HI) et la condition d'etre non scalaire dans l'hypothese (H2) 
sont necessaires afin d'etre sur que les facteurs locaux en dehors de v ont des 
proprietes convenables de "multiplicite 1". II devrait etre possible de supprimer 
l'hypothese de reductibility dans (H2), i.e. de traiter des cas ou p\Gai(E^/F w ) es ^ 
irreductible pour w ^ v divisant p, en utilisant le travail recent de Cheng Q12J). 



On ignore a l'heure actuelle si Ton dispose d'une factorisation f l26|) . mais on 
definit ci-dessous de maniere ad hoc une representation lisse admissible itd,v(p) de 
D* sur k E (dependant a priori de toute la representation ~p) et dont on montrera 
au § 13.71 que, au mo ins lorsque F v est non ramifiee sur Q p , D v est deployee et 
V\gbX(K/f v ) es ^ reductible generique, elle coincide avec le "facteur local" en v dans 
(|26|) si (|26|) est verifiee (corollaire I3.7.2p . La representation tcd,v(J>) est definie 
comme suit : 

kdAp) = Hom fci5 [ C /«](M l ',7r D (p))[m / ] 

ou M" est une representation lisse irreductible sur k E d'un sous-groupe ouvert 
compact U v de n«^u ®d w e ^ ou m ' es ^ un ideal maximal dans une algebre de 
Hecke agissant sur Hom^r^M", 7Td (/?)). Plus precisement, on definit ci-dessous 
des ensembles finis 5" C S de places finies de F, des representations M w (sur k E ) 
de sous-groupes ouverts compacts U w C 0£ pour w G S, et des operateurs de 
Hecke T w et des scalaires a w G k E pour w G 5" tels que : 

u v = n u w n o* w , m v = ® weS M W 

weS w<£SU{v} 

et tels que m est l'ideal maximal de k E [T w , w G S'} engendre par les T w — a w pour 
w G S'. Si w est une place finie de F, w w une uniformisante de F w et n G Z >0 , 
on ecrit modulo w n pour modulo w^. 

On pose : 

S = {w v, u;|pdisc(-D) ou bien p\g & \(f^/f w ) es ^ ramifiee}, 

et : 

5" = f {w 7^ v, w\p} J j {w 7^ v, w\ disc(-D) et ploai^/F^) es ^ reductible} C S. 

On definit U w , M w (pour w G S) et T w , a w (pour w G S') au cas par cas en 
distinguant les quatre cas suivants (pour w G S) : 



Cas I 
Cas II 
Cas III 
Cas IV 



w\p 

w\ disc(-D) et p|G a i(Kj/F w ) es ^ deductible 

w\p disc(D) et ~P\g3X(f^/f w ) es ^ deductible (ramifiee) 

T>\g&i(Kj / f w ) es ^ irreductible (done ramifiee). 



Notons que w G S' correspond aux cas I et II et w G S\S' aux cas III et IV 
(par (H2)). 



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET EXTENSIONS GALOISIENNES 



41 



Cas I : Par (H2), d'une part l'algebre de quaternions D est deployee en w 
et on a done un isomorphisme Op w = GL 2 (Of w ), d'autre part p\Gai(F^/F w ) est 
reductible et on peut done ecrire : 

n\ — ft wU * 

P\Gal(F w /F w ) - I g ^ 



pour des caracteres : Gal(F TO /F TO ) — >■ 



X 



Si 6J/ M = S„k et <g> p| G ai(^:/^) est la fibre generique d'un schema en 

groupes fini et plat sur Op w , on pose U w = f GL 2 (Of u ,)- Sinon, on definit U w C 
GL 2 (C?f,J comme le sous-groupe des matrices triangulares superieures modulo 
w. 

En voyant £, w ,~£ w comme des caracteres de F*, on pose M w = f k E (6 w ) ou 
9 W '■ U w — > kg est le caractere defini par 9 w (g) == £ w {det(g)) si U w = G1j 2 {OfJ) 
et 9 w (g) = f 1 w {a)t w {d) pour g = (g \) mod w sinon. 

Pour T M et a w , on choisit une uniformisante w w de Of„, puis on definit T w 
comme la double classe V w { m Q \)V W ohV w A = ker(9 w ) et on pose a w = f £ w (m w ). 

Cas II : Par (HO), on a p\ Ga x(F^/F w ) - L(oi) P our un caractere 
£ w : Gal(F w /F w ) -> fc*. De plus, par (HI), )o| Gal (^/ FiB ) est non scindee si 
= 1 modp (car alors u> = 1). 

On pose £7^ = f et M w = f kE{9 w ) ou 6*„, = f £ w odet (det designe ici la norme 
reduite). On choisit une uniformisante IT^ de Od w puis on definit T w comme la 

double classe V w IId w V w ou V w = f ker(9 w ) et on pose a w = f ^ w (det(U.D w ))- 

Cas III : On fixe un isomorphisme Op = GL 2 (Of w ) ainsi qu'un caractere 

£ w : Ga^F^/F^) — )■ fcj^ tel que a w = f ^Vlcaiil^/i^,) est de conducteur minimal 
parmi ses tordus. On note n w l'exposant du conducteur de a w (un entier positif 
ou nul) et JZ W : F* — > k E le caractere correspondant a det(a w ). 

Si a w est non ramifiee, on pose U w = f GL 2 (Op w )- Sinon, on definit U w C 
GL 2 (Op w ) comme le sous-groupe des matrices triangulaires superieures modulo 

w nw . On pose M w = f kE{9 w ) ou 9 W : U w — )■ fc^ est le caractere defini par 

9w{g) = ? tt (det(^)) si [7 W = GL 2 (£VJ et w (flO d = ^(det^/Z^d) pour g = 

( o d) m °d sinon, et = f ker (#„,). 

Cas IV : Soit p w : Ga^F^/F^,) — > GL 2 (F) un releve quelconque de p\Gai(Ki/F w ) 
et soit 9 W un F-type pour [r, N] (voir debut du § I3.2j) our = et iV = 0. 

Par des resultats de Vigneras, la representation 9 W reste toujours irreductible (si 
D est deployee en w, cela suit de |43[ 1.6] et |43[ 3.11], et si D est ramifiee en 
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w, cela suit de [42, Prop.9], [H Prop.ll] et [H Cor.12]). On pose U w = 0* w , 
V w = ker(8 w ) et M w = 6 W . 

Ayant defini U w , V w et M w pour tout w G S, on pose : 

^ = n^ n y v = x\y w n 



dcf TT rr TT 1™ dcf I i , - 11 //1X 

wes wgsu{v} wes wgsu{v} 



et M" = f ® w< z S M w . Notons que M" est une representation de U v /V v . 

Lemme 3.3.1. - - Pourw G S' , faction naturelle deT w sur tcd{p) vv induit une 
action sur : 

Kom kE [ U v ] (M u ,ir D (p)) = Rom kE[U v ^(M" , ir D (p) vv ). 

Demonstration. — II suffit de montrer que (pour w G 5") Taction de U w sur 
7Td(p) v commute avec celle de T w . Lorsque w\p (cas I), on peut choisir des 
representants dans U w deU w /V w qui commutent avec ( m ^ \ ), et done pour g G U w 
on a : 



31 lj 9 ^ ' w \0 1 
Comme V w est distingue dans U w , on en deduit que g commute avec T w . Lorsque 
w\ disc(D) (cas II), le caractere 9 W s'etend a D*. On a done 9 w (gIlD w g^ 1 ) = 
9 w (U Dw ) pour g G U w = 0* w d'ou ^Ii^- 1 !!^ G ker(^) n 0* w = V w et en 
particulier gH^^g -1 G V w Hd w V w . Done g commute encore avec T w . □ 

Pour w G 5", les operateurs agissent sur Hom fcE [^](M u , 7Td(p)) par le lemme 
13.3. II et ils commutent de plus entre eux puisque tel est le cas sur ir D (p) vv . On a 

done une action de T' = f kE[T w ,w G S'] sur Rom kE [ U v](M v ,TTo(p)) et on pose : 
(28) 7r D>v (p) = Hom kE[uv] (IT, TT D (p)) [m'] 

oil m' est l'ideal maximal de T' engendre par les T w — a w pour w G S". C'est 
une representation lisse admissible de GL2(-F„) sur de caractere central 
u- l detp\ G3l( ^ /Fv) . 

Remarque 3.3.2. - - (i) La definition de 7T£> iV (p) en I et II ne depend pas des 
choix des uniformisantes w w et IId to . Si, dans le cas I, p\ghi(f\^/f w ) es ^ scindee, 
ses sous-representations de dimension 1 sont par hypothese distinctes et il y a 
done deux choix possibles pour definir £ w et £ w . De meme dans le cas II avec £ w 
s * ~P\g&\(f^ / f w ) es ^ scindee et si \k w \ = —1 mod p (car alors u = u^ 1 ). Dans ces 
situations nous choisissons a chaque fois une des deux possibilites. II est probable 
que la representation obtenue tid,v(J>) soit independante de ces choix, mais nous 
ignorons comment le demontrer pour l'instant. 

(ii) II y a d'autres choix possibles pour les definitions de U w et M w . Par exemple, 
on aurait pu proceder en III comme on l'a fait en IV, e'est-a-dire introduire des K- 
types. Mais il aurait alors fallu utiliser une notion de type plus etendue de maniere 
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a inclure la representation de Steinberg lorsque p\gs1(e^/f w ) es ^ speciale. De plus, 
pour avoir une representation M w irreductible, il aurait fallu choisir un releve 
irreductible de p| Ga i(i^/F„,) lorsque p\ Ga \(F^/F w ) est speciale et \k w \ = -1 mod p. 
Inversement, on aurait pu aussi utiliser en IV une definition similaire a celle de 
III (sauf dans le cas \k w \ = —1 mod p et p|cai(?U/F™) es ^ induite de l'extension 
quadratique non ramifiee de F w ). II n'est pas difficile, la, de verifier que ces 
variantes donneraient la meme representation ttd.v{'p)- 

(iii) Enfin, on peut remarquer que l'operateur de Hecke T w est vraiment necessaire 
dans le cas I seulement si p\i w est une representation scalaire, et dans le cas II 
seulement si p\ghi(f^/f w ) es ^ scindee et \k w \ = —1 mod p. 

3.4. Deformations. — On definit les anneaux de deformations de representa- 
tions galoisiennes locales et globales que Ton utilisera dans la section suivante. 

On suppose dans cette section p > 2, p : Gal(Q/F) — > GL 2 (&e) irreductible et 
P~\G<d(Fw/F w ) deductible non scalaire pour toutes les places w de F divisant p. 

Soit E un ensemble fini de places finies de F contenant les places divisant p et 
les places ou p est ramifiee. Soit £' un sous-ensemble de £ tel que : 

— si w\p ou si p\i w est reductible non scindee (done en particulier p\Gai(F^/F w ) 
est alors reductible ramifiee), alors w G £' 

— si w\p et w G alors ~p\g&\(f^/f w ) es ^ isomorphe a une representation non 

scalaire de la forme p\ Ga i(F^/F w ) - (V £, ) " 

Done, pour tout w G on peut ecrire : 

Til — f^ wU * ^ 

P\Gal(F w /F w ) - I g -g J 

pour des caracteres £ w ,£ w '■ GaA(F w /F w ) — > k^. Lorsqu'il y a plusieurs choix 
possibles pour le caractere on en fixe un (voir la remarque 13.3. 2( i)). 

On commence par les anneaux de deformations de representations locales. On 
note Co la categorie des C^-algebres locales noetheriennes completes de corps 
residuel k F - Si A est un objet de Co, on note son ideal maximal. 

On note ip : Gal(Q/F) — > le releve de Teichmiiller de o; _1 det7j. On rap- 
pelle qu'il existe un anneau de deformation "cadree" (framed) qui parametre 
les releves de p\Gai(F^/F w ) de determinant ^Icai^/i 7 ^)- P ms precisement 
represente le foncteur de Co vers les ensembles qui envoie A vers 1 'ensemble des 
releves a : Gal(F w /F w ) ->• GL 2 (A) de p\ G ^ /Fw) tels que deta = eip\ Gai (FZ/F w y 

Pour w G £ on definit un foncteur de Co vers les ensembles comme suit. 
Soit A un object de Co. Si w ^ alors D^(A) est par definition l'ensemble des 
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releves a : Gal(F w /F w ) -> GL 2 (A) de p| Gal( ^ /Fm) tels que deta = eip\ G ^ /Fw) 
et a(I w ) ^> p(I w )- Si w e alors est par definition l'ensemble des paires 

ordonnees (a, L) ou a : Ga^F^/F^) — > GL 2 (A) est un releve de p\Gai(E^/F w ) ^el 
que det a = ^Icai^/F™) et L est un facteur direct de rang un de A 2 (l'espace de 
a) sur lequel Gal(F w / F w ) agit par un caractere de la forme rje, ou 77 est un releve 

de £ w tel que r){I w ) ^ l w (I w ). Dans le cas ou w\p, £ w = t w et l w <8 p| Ga i(^/^) 
est la fibre generique d'un schema en groupes fini et plat sur Of w , on demande 
de plus que r]" 1 ®a®AA/m\ soit aussi la fibre generique d'un schema en groupes 
fini et plat sur Op w pour tout n > 1. On definit sur les morphismes de la 
maniere evidente. 

Lemme 3.4-1- - - Le foncteur pour w G S est representable par un anneau 
qui est formellement lisse surOp de dimension relative 3 + [F w : Q p ] (resp. 3) 

si w\p (resp. w\p). Si w ^ £' ou si p\i w n'est pas scalaire, alors le morphisme 
— > est surjectif. Si w G £' et p\j w est scalaire, alors R^ est topologique- 

ment engendre sur R^ par rj™ v (g) oil r/™ lv : Gal(F w / F w ) — > (R^) x est defini 

par Faction de Gal(F w /F w ) sur L umv pour la paire universelle (<r umv , L umv ) sur 

R^ et oil g G Gal(F w /F w ) est un releve quelconque de Fr w . 

Demonstration. — La preuve est essentiellement dans [29J. On explique ci- 
dessous comment la deduire des resultats qui y sont enonces. 

(i) Supposons d'abord w G" done en particulier w \ p. Dans ce cas, la 
representabilite de par un objet R^ de Co et l'existence d'un releve po 
de P\Ga.\(F^/F w ) dans D^{Oe) sont des resultats standards. Considerons la Oe- 
algebre i£ ,fl associee a p dans [29[ § 2.7]. Comme -R° ofl est un quotient 
de R^ (par [291 Prop.2.11]) et que iL, o,fl[l/p] es f regulier de dimension 3 (par 
[29[ Prop. 2. 10]), il suffit de montrer que l'espace tangent de R^ ®o E est 
de dimension au plus 3. Comme p > 2, on peut identifier cet espace tangent 
D^(kE[e]/(e 2 )) avec le noyau de l'application naturelle Z 1 {G&\(F W / F w ), M) — >■ 

H l (I W) M) ou M = f ad°(p| Gal (7^;/^)). Le quotient de ce noyau par les cobords 
B 1 (Ga\(F w /F w ), M) est isomorphe a H 1 (Ga\(F w / F w )/ I w , M Iw ), qui a meme di- 
mension (sur fee) que H°(Gal(F w /F w ), M). On en deduit que la dimension de 
l'espace tangent est bien : 

dim fcB B\Ga\{F~/F w ), M) + dim fcB H\Ga\{F~/F w ), M) = dim kE M = 3. 

La surjectivite du morphisme _R° — >■ R^ dans ce cas est claire. 

(ii) On suppose maintenant w G E'. Comme est isomorphe au foncteur 
obtenu en remplagant la representation ~p\g & \(fZ / f w ) P ar une de ses conjuguees et 
en la tordant par un caractere, on peut supposer : 

Til _ (Iw u Z P 
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pour un cocycle Zp G Z 1 (Gal(F w / F w ) , 

On considere d'abord le cas w\p et £ w ^ 1. On va construire explicitement un 
releve universel (a univ , L univ ) G D^{R^) oil = O e [[T, X x , ■ ■ ■ ,X d+1 ,Y}} et 
d=[F w :Q p ]. 

Soit 7]l niv : Ga\(F~/F w ) -> O e [[T\] le caractere ^nr(l + T) ou = [£J est 
le releve de Teichmiiller de £ w et nr(l + T) est le caractere non ramifie envoyant 
un Frobenius geometrique vers 1 + T. On note S univ = nr(l + T)i]^ llv e. Par [29, 
Lem.3.7], le 0e[[T]] -module des cocycles : 

Z univ dcf Z l( Gal (^ /Fw ) ) E [[T]](E Univ )) 

est libre de rang d + 1 et pour tout morphisme /3 : (9^[[T]] — >■ A dans Co, on a : 

^(Gal^/Fj, A(/3 o H univ )) = Z univ ® 0e[[t]] A. 

(Notons que [291 Lem.3.7] suppose en fait F w non ramifiee sur Q p , mais cela n'est 
pas necessaire dans la preuve.) En particulier, on a Z 1 (Gal(F w / F w ) , /^(^a;)) = 
Z univ <8>o b [[t]] k E et on peut choisir un releve Zp G Z umv de z-p ainsi qu'une base 
{z x , ■ ■ ■ , ^+i} de Z univ sur C E [[T]]. On definit alors : 

a univ : Gal(K/F w ) -> GL 2 (i?£) = GL 2 (G £ [[T, X 1; ■ • • , X d+1 , F]]) 

par : 

et L umv comme le sous--R^-module engendre par (^y^j e (^w) 2 ( en particulier 
on a bien det(cx univ ) = 

Maintenant que nous avons defini un element cx univ de D£(R£), nous devons 
montrer que, pour A dans Co et (a, L) G Z?^(A), il existe un unique a : i?^ 1 — > A 
tel que a = a o <j umv et L = L umv ® r a A. On remarque d'abord qu'il y a des 

elements hy ^ A un iq ue s «. que L est engendre par Q et Gal(^) agit 
sur L par rje our] — ^nr(l + 1). Comme det(er) = £ w e, on a : 

!)-G O-CTO 

pour unzG Z 1 (Gal(F tB /F w ), o H univ )) ou /3 : B [[T]] -> A est defini par 
/3(T) = t. Comme z est un releve de z-p, on a z = 1 <8> % + X^=i x « ® ^ pour 
des xi, • • • , Xd+i G myi uniques. On en deduit que a : ^ A defini par T t, 
Y y et Xi Xi pour i = 1, • • • , d+ 1 est l'unique a transformant (cr umv , L umv ) 
en (cr, L). 
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Les cas restants ou w G E' se traitent par des variantes de 1' argument ci-dessus. 
Si w\p, £ w = 1 et p\gsx(w;/f w ) es ^ l a fibre generique d'un schema en groupes fini 
et plat sur Op w , on remplace le module des cocycles par le module : 

Z}(G a \(K/F w ),0 E [[T]](E^ iv )) 

comme defini dans |29j . Si w\p, £ w = let p\Ga,i(F^/F w ) ne provient pas d'un schema 
en groupes fini et plat, on remplace C^[[T]] par Oe, Vw av P ar l e caractere trivial 
et d + 1 par d + 2. Enfin si w\p, l'argument est le meme que dans le cas precedent 
mais en remplagant d + 2 par 2. 

(iii) Pour montrer la derniere assertion, supposons que p\i w est scalaire et so it 
S la sous--R°-algebre de topologiquement engendree par rj^j"" (g) . Alors cr umv 
est a valeurs dans GL 2 (S') et ?7^ mv dans S x . Comme p(g) n'est pas scalaire, on 

voit que la matrice B = f a umv (g) — (i]^ llv e)(g)I G M 2 (S) a une reduction non nulle 

modulo ms. Comme det(B) = 0, on en deduit que L = f ker(£?) est un facteur 
direct de S 2 de rang 1 et done que L umv = ® 5 L. La propriete universelle de 
(cr umv , L umv ) donne done une section R^ — > S de l'inclusion S C R^, d'ou il suit 
que S = R^. 

Si p\j w n'est pas scalaire, soit S l'image de _R° dans R^. Alors a nmv est a 
valeurs dans GL 2 (S) et ?7™ lv |/„ dans S x . On choisit g G I w tel que p(g) n'est pas 
scalaire et on montre exactement comme ci-dessus que S = R^. □ 

Remarque 3.4-2. — Si Ton remplace E par une extension finie E', alors on a 
une application naturelle R'£ — )■ Oe> ®o e R-w ou R'w es ^ defini en utilisant E' au 
lieu de E. Un argument standard utilisant le sous-anneau de R'£ des elements 
se reduisant dans Ice montre que cette application est un isomorphisme. 

Remarque 3.4-3. — Lorsque w\p, l'anneau R^ coincide avec l'anneau R^ 
considere dans [29] sauf si p| Ga i(^/F m ) es ^ ^ a t° r due par un caractere d'une 
representation non ramifiee reductible non scindee, auquel cas l'application na- 
turelle R^ — > R^ n'est pas surjective. 

On definit maintenant les anneaux de deformations de representations globales 
qui vont intervenir. Pour un ensemble fini Q de places de F, on note Dq le 
foncteur de Co vers les ensembles qui envoie un objet A vers l'ensemble des 
classes d'equivalence des releves a : Gal(Q/F) — >■ GL 2 (v4) de p non ramifies 
en dehors de E U Q et tels que det a = eip, deux releves etant equivalents s'ils 
sont conjugues par une matrice g G GL 2 (A) dont la reduction modulo est la 
matrice identite. Comme p est irreductible, le foncteur Dq est representable par 
un anneau de deformation universelle Rq. On note Rq l'objet de Co representant 
le foncteur qui associe a A l'ensemble des classes d'equivalence de paires ordonnees 
(a, {B w } we -s) ou a est un releve de p comme dans la definition de Dq(A) et 
chaque B w est une base de A 2 qui se reduit sur la base standard de k E , et ou 
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(er, {B w } we Y,) ~ (gcrg 1 , {^S^j^gE) pour toute matrice g G GL 2 (A) qui se reduit 
modulo rriA sur l'identite. 

On pose Rfo c = f ®„, e s-RS et i?^ c = ® w exRw- O n a des applications naturelles 
R Q iig, ir£ c et ir£ c < c . On note enfin i$ d ^ R^ R nRt- Lorsque 

Q = 0, on supprime l'indice Q. 



3.5. Multiplicity un I. — Dans cette section et la suivante, on applique la 
methode de Taylor- Wiles comme modifiee par Diamond, Fujiwara et Kisin (cf. 
|16] et |30] ) . Cette premiere section contient essentiellement des preliminaires. 

On conserve les notations et hypotheses du § 13.31 et on suppose de plus que 
la place v\p fixee est telle que F v est non ramifiee sur Q p , D v est deployee et 
P\Gsi(pa/F v ) es ^ deductible generique (cf. § 12.11 et rappelons que la genericite im- 
plique p > 3). On fixe un isomorphisme de O^-algebres Od w — M 2 (Of w ) pour 
chaque place finie w oh D est deployee. 

Notons qu'avec (H2), on suppose en particulier que pour toute place w\p, D w 
est deployee et plcai^/i^) es ^ deductible non scalaire. (Comme deja remarque 
au § I3.3[ les resultats de |12] devraient permettre de traiter les cas oil p\g&\(f^/f w ) 
est irreductible pour w ^ v divisant p.) 

Rappelons qu'au § 13.31 on a defini des sous-groupes ouverts compacts U w D V w 
et des representations M w de U w /V w sur k E pour w E S. On definit maintenant 
de maniere similaire U v comme le sous-groupe de Op = GL 2 (Op v ) des matrices 
triangulaires superieures modulo v. On ecrit : 

Til - ^ fa" * ^ 
P\Gal(F v /F v ) - I g j 

pour des caracteres £ v ,^ v : Gal(F„/F v ) — > k^ et on pose V v = ker(8 v ) et M v = f 
kE{O v ) oil 9 V : U v — >■ kz est defini par 9 v (g) = f C( a )C(^) pour g = (g ^) modulo 

Pour u> G 5 U {u}, on releve la representation M w en caracteristique comme 
suit. Dans les cas I, II et III du § 13.31 on a defini M w = Ice(9 w ) pour un caractere 
9 W : U w — >■ kg, on pose alors M ffi = f Oe{9 w ) oil 0^ est le releve de Teichmiiller 
de 9 W et Oe est suppose suffisamment grand. Dans le cas IV (oil w\p), on a 
defini M w comme la reduction d'un K-tjpe 9 W pour un releve a de pIcai^/F™)- 
On suppose maintenant que ce releve est choisi tel que deter = ^\q & \(f^/f w ) e ^ 
a(I w ) ^> p(I w ) oil ip est le releve de Teichmiiller de o; _1 det7j (voir § 13. 4p . On 
definit M w comme un modele de 9 W sur Oe (en supposant Oe suffisamment grand 
pour que 9 W ait un tel modele). Dans tous les cas on a M w = kE ®o E M w comme 
module pour kE[U w /V w }. 
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On definit aussi des sous-groupes U w C U® de Op = GL 2 (Ci? ui ) pour les places 
finies w S U {v} qui verifient la condition : 

(Q) le quotient des racines du polynome caracteristique de p(Fr w ) n'est pas dans 

{i.nh.nm- 1 } 

ou N(w) == \k w \ = e~ 1 (Fr w ). Pour une telle place w, on definit Z7° C GL 2 (Of w ) 
comme le sous-groupe des matrices triangulares superieures modulo w et U w 
comme l'ensemble des g E U® tels que g = ( g \ ) mod w. 

Si maintenant Q est un ensemble flni quelconque de places finies de F qui ne 
sont pas dans S U {v} et qui satisfont toutes (Q), on pose : 

u q= n u « n °n w ^ v= n^n^ n 

weSU{v}UQ w£SU{v}UQ weSU{v} weQ w£SU{v}UQ 

On voit Uq/Vq = YlweSufv} U w /Vw comme agissant sur le C^-module M = f 
<&wesu{v}M w (le produit tensoriel est sur Oe). Comme ip est totalement pair 
(car p est modulaire), on peut l'identifier par la theorie du corps de classes a 
un caractere des adeles finis A F j trivial sur F x . Comme ip coincide avec 9 W sur 
Op w pour w G S U {v} et est trivial sur Op sinon, on peut etendre Taction de 

Uq/Vq sur M via if) pour obtenir une action du groupe fini G = f UqA f j/VqF x . 
Notons que ce groupe est independant de Q et agit naturellement sur la courbe 
de Shimura X Vq , done sur la cohomologie H\ t {X VQ ^ E )(1). On pose : 

C Q = Hom OB[G] (M,HI{X VqM ,O e ){1)). 

Pour w {v} U S U Q on definit Toperateur de Hecke T w agissant sur le Oe- 
module H 1 (X VqM ,O e )(1) par la double classe 0% w ( ro » \)O x Dw pour un choix 
quelconque d'uniformisante w w de Op w . De meme pour id 6 Q, on definit T w 
agissant sur H l (X v ^ Oe)(1) par la double classe U w (^ °) Z7 W . Attention que 
Toperateur T w pour w G Q depend du choix de w w . Pour u> G 5" on definit T w 
exactement comme au § 13.31 On verifie comme dans la preuve du lemme 13.3.11 (et 
plus simplement meme lorsque w S U Q) que chaque T w induit une action sur 
Cq. De plus, ces operateurs commutent deux a deux ce qui permet de definir une 

action de la C^-algebre commutative T = Oe[T w , w {v}U S\S'] engendree par 
des variables formelles T w pour w G" {v} U S\S'. On note Tq Timage de T dans 
Endo E (CQ) : e'est un C^-module de type fini. 

Rappelons que, pour w G S', on a defini des elements a w G k E . Pour w G Q, 
on pose a w = f N(w)a' w pour un choix de valeur propre a' w de p(Fr w ). On note 
4>q Thomomorphisme de Cg-algebres T — > kE defini par (Pq{T w ) = a w pour 
w G S' U Q et 4>q(T w ) = N(w) tr(p(Fr TO )) pour w ^ {t>} U 5 U Q, et on pose 

nig = ker(0 Q ). 
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On pose maintenant E = f S U {v} et : 

E' = f S' U {u} U {«;, p\z w est reductible non scindee} C E. 

Notons que les hypotheses du § l3.4l sont satisfaites pour p, £ et S'. En particulier, 
pour tout w G £', on peut ecrire : 



Til ~ ' Sw 

P\Gal(F w /F w ) ~ 



pour des caracteres £ w , (, w : Gal(F w /F w ) — > k E . De plus, on a toujours £ w = £ w si 
w\p (par (HO) ou car l'extension est non scindee). Lorsqu'il y a plusieurs choix 
possibles pour le caractere £ w , on en fixe un (voir la remarque I3.3.2f i)). 

Proposition 3.5.1. - - On a des isomorphismes Q p ®o E CQ,m Q — ®P-k et<Q_ p ®o E 
^Q,m Q — ©Qp ou Qp^Oe^Q^q a git compos ante par composante surQ p ®o E CQ :mQ 
et oil les sommes directes sont sur les representations automorphes n de (D®h) x 
telles que : 

~ TToo = 0- 2 (Cf. § ET]) 

— det p-x = ipe 

— p n est un releve de p 

— p n est non ramifiee en dehors de £ U Q 

— si w G £\E' ; alors pn(I w ) — > p(I w ) 

— si w G E' ; alors Pn\Gai(Fw/F w ) — { Q £ <, ) pour un caractere r] w relevant £ w 
tel que rj w (I w ) ^ £ W {I W ) 

— si w\p, l w \ Iw = t w \i w et £ w p\ Gal{F - /Fw) est la fibre generique d'un schema 
en groupes fini et plat sur Op w , alors Vw 1 P^\g&\(fZ/f w ) es ^ ^ a fibre generique 
d'un groupe p-divisible sur Of w - 

De plus, V ensemble de telles n est non vide. 

Demonstration. — (i) On a des isomorphismes : 

Wp®o e C Q , mQ Hom 0£[G , {M,Q~p®o E #Jt(*v ,Q> E ){l) mQ ) 

et : 

%®o E Hi(X VQM ,0 E )(l) mQ - 0^(X yQi Q,Q;)(l) p 

p 

ou la somme est sur les ideaux premiers p de Q p ®o E ^ tels 1 ue P H T C rriQ et 
qui sont dans le support de H^{X V q, Q p ). En tant que Q p ®o E T-module, on a 
une decomposition : 

HUX VqM ,Q~ p )(1) = ©.(p. ©^tt/ Q ) 

ou la somme est sur les representations automorphes 7r de (D ®q A) x telles que 
7i"oo — o~2 et irf est comme au § 13.11 mais avec les scalaires etendus a Q p au lieu 
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de C. On en deduit que Q p Cg>e> E Cq^ q est la somme directe sur de telles it des 
Qp-espaces vectoriels : 

Pn ®^Hohi 0b[g] (M, ©p(7rJ Q )p) 

pour p comme ci-dessus. Comme cet espace vectoriel est nul sauf si ip est le 
caractere central de ir, ou de maniere equivalente det p n = ipe, on a. seulement 
besoin de sommer sur ces 7r la et on peut alors remplacer G par Uq/Vq. Dans 
le produit tensoriel restreint usuel -kj = ®' w ir w l'operateur de Hecke T w agit par 
l'identite en dehors de w. Comme on a : 

rf Q = (® tt6 E7r^) © (<8 tt6 Q7r^) <8> ( ®^ EuQ ^° w ) 

on en deduit que les ideaux premiers p de Q p ®o B T tels que (ttJ q ) v ^ sont 
precisement les noyaux des homomorphismes dermis par T w (->• a w (w G" S\5") ou 
6 Q p est une valeur propre de T w sur le facteur en w. Notons que p fl T C trig 
(pour le p correspondant) si et seulement si a w se reduit sur a w pour w G 5" U Q 
et sur N(w) tr(p(Fr u ,)) pour w ^ £ U Q. On en deduit : 

Rom OE[G] (M, © p (ttJ <3 ) p ) = ®' W X W 

ou : 

r Hom 0s[[/ui] (M w , tt^) si iw G S\S" 

def I Hom O B [^](M,,(^) a J SlweS' 
W ~ ) (^ W )a w Si W G Q 

e> x 

I (7T«> I3l ")N( W )tr(p(Fr l „)) Smon, 

et ou a en indice veut dire la somme des espaces propres generalises pour T w 

associes aux valeurs propres a w G Z p qui se reduisent sur a G k E . Pour w £ SUQ, 
e> x 

les espaces 7Tu, Dw sont de dimension let a w — N(w) tr(p 7r (Pr w )), done la dimension 

de ®^suQ( 7r « )Dtu )N(w)tr(p(Fr u ,)) est 1 si p,r se reduit sur p et sinon. On peut done 
supposer que p n est un releve de p en determinant les autres facteurs. 

(ii) Supposons d'abord w G S\S' (done en partieulier w\p). Si ~P\g3X(f^/f w ) 
est irreductible, alors le facteur en w est Hom x (8 w ,ir w ), qui est non nul (et 

necessairement de dimension 1) si et seulement si p n \i w — &\i w , i-e. p n (I w ) ~> 
p(I w ) (cf. le choix de a au debut de cette section). 

Si T>\g3X(f^/f w ) es ^ reductible et w $ alors p| 7^ — £, w ®£ w pour des caracteres 
- —' ° x 

£ w >£w '■ K ^ k E et ind^™ W est un if -type pour [a, 0] (cf. § E2D ou a\ Iw = 
[sw] ® twl- ^ n en deduit comme dans le cas precedent que : 

e> x 

HomcJ^, 7r w ) = Hom x (md u ° w 9 W , n w ) 
est non nul (necessairement de dimension 1) si et seulement si p n (I w ) p(I w )- 
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Si p\g*\(f^/f w ) est reductible et w E alors p| Gal (^ /Fw) = £ w ® ( o 1 ) pour un 
caractere £ w : Gal(F w /F w ) — >■ fc^ et £ w ® p|Gai(^/F w ) es t ramifiee. Dans ce cas 
Hom[/ ro (0 w , 7r w ) est non trivial si et seulement si n w est de la forme r) w o det <S>7i' w 
ou i] w est un releve de £ w tel que r] w (I w ) = £ W (I W ) et 7r^ est soit une serie 
principale non ramifiee soit la representation de Steinberg. Comme Pn\GaX(F^/F w ) 

releve p\ Ga i(p^ /Fw) et Q ue I J ®p\g^(fZ/f w ) est ramifiee, on ne peut avoir pour ir' w 
une serie principale non ramifiee. On en deduit que Hom Uw (0 w , ir w ) est non nul 
(necessairement de dimension f ) si et seulement si P-k\g&\(f^/f w ) —Vw^ioi), Qui 
est equivalent a Pn\Gai(Fw/F w ) de la forme demandee dans l'enonce. 

(iii) Supposons maintenant w E S'. Considerons d'abord le cas w \ p. On 
a alors £ w = D w ramifiee et U w = 0^ w . D'apres les definitions de M w et 
de T w , on voit que Homo E p w ](M w ,7r w ) aw 7^ (necessairement de dimension f) 

si et seulement si tt w = rj w o det pour un caractere rj w : F* — y Z p * tel que 
Vw\o x = [£Jle> x et a u> = Vw(deb(U Dw )) releve a w (rappelons que Tl Dw est une 
uniformisante de Od w ), ce qui par compatibilite local-global est equivalent a 
P*\g*i(fS;/f w ) de la forme demandee. 

- -/ e> x 

Supposons w\p, w ^ v et £ w \i w ^ £ w \i w - Dans ce cas ind^ 1 " 6 W est un K-type 

pour [[£ w ] © [Clu])0]) et done ¥Lom OE [ Uw ](M w ,iT w ) est non nul si et seulement si 
WD(/o w | Gal( ^ /Fii)) ) = r] w \-\®i w (avec N = 0) pour des caracteres r] w ,r]' w : W w ->■ 

Q P X tels que rj w \ Iw = [£JL, rf w \ Iw = [tj\i w et r) w rj w = ip\ Gal{F ^ /Fw y De plus dans 
ce cas Homo E [u w ]{M w ,Tr w ) est de dimension 1 avec T w agissant par a w = r] w {w w ), 
de sorte que Hom.o E p w j(M w , n w ) avj est non nul (necessairement de dimension f ) si 
et seulement si la representation de Weil-Deligne WD(p 7r | Gal( -^y F ^^) est comme ci- 

dessus avec i] w (w w ) E Z p x relevant a w = ^ w {w w ) (et done avec aussi r]' w {w w ) E 
Z p x ). Une representation potentiellement semi-stable Pk\g&(f^/f w ) a une telle 
representation de Weil-Deligne si et seulement si P^\ Ga x(p^ / F \ es t comme dans 
l'enonce. 

Supposons w\p, w 7^ v et £ w \i w = £ w \i w - La preuve est similaire au cas 
precedent avec les modifications suivantes. Si t; w © p\ Ga ,\(F^/F w ) n 'est pas la 
fibre generique d'un schema en groupes fini et plat sur Op w , alors on a 
WD(p 7r | Gal(3 ^ /Fti)) ) = 7] w \ ■ | © rj w avec N ^ et T w agissant par r] w {w w ). Si 

£>w ® p\g3.\(f^/f w ) es t ^ a fibre generique d'un schema en groupes fini et plat 
sur Fw , alors U w = GL 2 (0 Fw ) et on a WD(p 7r | Gal(3 ^ /Fm) ) = rj w \ ■ | © rf w (avec 
N = 0) pour des r) w ,r)' w comme dans le cas precedent, mais maintenant T w agit 
par r) w (zu w ) + r) f w (zu w )N(w). C'est une unite p-adique si et seulement si soit 
Vwi^w) soit r)' w (m w )N(w) Test. Quitte a echanger r) w \ • | et r) f w on voit comme 
precedemment que P7rlGai(i^/F„) es f comme dans l'enonce. 
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Supposons maintenant w = v. Comme p\Gai(F\;/F v ) es ^ (deductible) generique, 
on a £ v \i v 7^ C,' v \i v et encore une fois Homo £ ,[c7 u ](M„,7r„) non nul (necessairement 
de dimension 1) si et seulement si WD(p n \ Gal n%/F v )) = Vv\-\ ®v' v avec N = et des 
caracteres r] v ,r]' v comme ci-dessus. Comme PitIgdxCfZ/Fv) re ^ve p\Gsi(K/F v )> ori en 
deduit par la proposition 12.2.31 que dans ce cas le C^-module fortement divisible 
qui donne P^GaX&Z / f v ) es * de tyP e $ ( c f- definition 12.2.1 p . et par le theoreme 12.4. II 
que rj v (p) est une unite p-adique qui releve £ v (p)- (Notons que le caractere rj' (0) 
du § 12.11 est la restriction a I v du caractere note ici r] v .) On conclut exactement 
comme precedemment. 

(iv) Supposons enfin w G Q (done en particulier w\p). Par la condition (Q), on 
a p\g^(f^/f w ) - €w © €w P° ur des caracteres distincts : Ga\(F w /F w ) -> k~% 
dont le quotient n'est pas co ±l . Comme p^ releve p, on en deduit Pn\Gai(F^/F w ) — 
rj w © r]' w pour des caracteres rj w et rj' w qui relevent £ w et £ w . On a done tt w = 
lnd^ F Jr) w \ ■ | _1 © T)' w ) de sorte que B.omu w (ii w , M w ) est de dimension 2 avec 
r) w {m w )N{w) et rf w (zj w )'N(w) pour valeurs propres de T w . Comme une seule de 
ces valeurs propres se reduit sur a w , on obtient que Hom Uw (ti w , M w ) aw est de 
dimension 1. 

Ceci acheve la preuve de Q p ®o E Cq^ q = ©p^ avec n comme dans l'enonce. 
Notons que T agit sur la composante en tt via un homomorphisme T — > Q p 
envoyant T w sur N(u>) tr(p 7r (Fr TO )) pour jy^EUQ. Comme ces homomorphismes 
sont tous distincts, la conclusion concernant Tq TOq s'ensuit. 

(v) Le fait que l'ensemble de ces 7r est non vide decoule du theoreme 13.2.21 
applique avec S = S, tp = ipe et T = l'ensemble des places de F divisant p. Posons 
J^w = pour w G £' et choisissons les types de Weil-Deligne [r w , N w ) pour w G £ 
comme ceux apparaissant dans la preuve ci-dessus. Un releve p w provenant d'un 
point a valeurs dans Q p quelconque de l'anneau du lemme 13.4.11 est du type 
demande. Le theoreme 13.2.21 produit alors un releve p = p^ qui a les proprietes 
requises. □ 



Remarque 3.5.2. — Notons que, dans la preuve ci-dessus, le cas w = v se 
distingue des cas w\p, w ^ v car nous n'introduisons pas d'operateur de Hecke 
T v en v. Nous aurions pu, comme pour les places w\p, w ^ v, rajouter un tel 
operateur et remplacer dans l'enonce les hypotheses F v non ramifiee, D v deployee 
et p\Gai(Fv/F v ) reductible generique par juste D v deployee et ~p\g&\(K/f v ) deductible 
non scalaire. Mais cela aurait alors complique l'enonce et la preuve du theoreme 
13.7.11 ci-apres qui, de toute maniere, requierent ces hypotheses plus fortes en v. 
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Nous aurons besoin d'une variante de la proposition 13.5.11 dans le cas Q = 0. 
Ecrivons : 

ou 9 V est I'unique caractere de GaX(F v /F v ) qui coincide avec £ v sur I'inertie et qui 
vaut 1 en p (si 7>\g & \(f^ / f v ) es ^ scindee on fait un choix pour £ v , £ v , et done pour 
9 V , cf. les remarques I2.1.2( ii) et I3.3.2( i)). Notons S v l'ensemble des plongements 
de k v dans k^, on a : 

Uv 1 = nr(A„) Y[ u r J>° et ^fl" 1 = nr(//„) 

pour A„, /i„ G fcg et des r V)(T G {0, • • • ,p— 3} uniques avec (r Vja ) a ^ (0, • • • , 0), (p— 
3, • • • ,p — 3). Rappelons que Ton a alors defini en (jlj) le caractere rj'(J) g) 17 (J) 
de I(Oi^) = Z7„ pour tout J C S v . Definissons les C^-modules M(J) et C(J) 
exactement comme l'on a defini M et C au § 3.5 pour Q = mais en remplagant 

M„ par M„(J) d = E {i{J) <g> r/(J)) (en particulier M„(0) = M„). On note T(J) 
le Ce-module de type fini image de T dans Endo B (C( J)). 

Proposition 3.5.3. - - Pour tout J ^ S v , on a des isomorphismes Q p ®o E 
C(J) m = ©p^ etQ p ® OE T(J) m = ©Q p o«Q p (g)o B T(J) TO agit compo s ante par com- 
posante sur Q p ®o E C(J) m et ou les sommes directes sont sur les representations 
automorphes n de (D <g> A) x telles que : 

— -Koo = cr 2 

— det p n = ipe 

— p n est un releve de p 

— p n est non ramifiee en dehors de £ 

— si w G E\E' ; alors p n (I w ) ^> p(I w ) 

— si w G E'\{?;} ; a/ors P^cai^/i^,) — ( iT v' w ) ^ 0,ur un caractere rj w relevant 
i w tel que r] w (I w ) ^ £ W (I W ) 

— si w = v, alors P^\g^(w;/f v ) es ^ potentiellement Barsotti-Tate de type de 
Weil-Deligne [rj'(J) ®rf(J),Q] 

— si w\p, = £ w \ Iu et £ w p\ Gal{ FZ /Fw) est la fibre generique d'un schema 

en groupes fini et plat sur Of w , alors Vw 1 P^\g&\(fZ/f w ) es ^ ^ a fi^ re generique 
d'un groupe p-divisible sur Of w - 

De plus, l'ensemble de telles n est non vide. 

Demonstration. — La preuve est en tout point similaire a celle de la proposition 
13.5. 1[ sauf pour la derniere assertion (cf. (v) dans la preuve de loc.cit.) ou, pour 
pouvoir utiliser le theoreme I3.2.2[ il faut verifier que la representation J>\g & \(f~ / f v ) 
admet un releve potentiellement Barsotti-Tate de type de Weil-Deligne [rj'(J) © 
r](J),0]. Cela se deduit par exemple de [4| Thm.5.1.1(i)] en se souvenant que 
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t(0) G ^(p|cai(K;/F„)) es ^ un constituant de indw^ \ / v rf{J) ®rj{J), cf. § 12.61 
(cela se deduit aussi du lemme 13.2.11 en utilisant que p est modulaire de poids 
r(0) en t> par la preuve du theoreme I3.7.1l( i) ci-apres). □ 

Pour terminer cette section, nous revenons au cadre du § 13.31 (ou il n'y a plus 
d'hypothese sur v) pour montrer le corollaire suivant qui complete le corollaire 
I3T2T41 

Corollaire 3.5.4- ~ ~ Supposons p > 2, ~p : Gal(Q/F) — > GL2(/c_b) modulaire, 
p\gh1(q/f(Vi)) irreductible et, si p = 5, I 'image de p(Gal(Q/F)) dans PGL 2 (/ce) 
differente de PGL^Fs) et PSL^Fs). Supposons egalement satisfaites les hy- 
potheses (H0) ; (HI), (H2) (cf. §§[221 e^ rOj) . Si D est ramifiee en v alors la 
representation 7Td,v(J>) en $EB) esi de longueur infinie. 

Demonstration. — Soient r v , 9 v m et r V}jn comme dans la preuve du corollaire 

13.2.41 et t/> = f [w _1 detp]. On applique le theoreme 13.2.21 avec pour T l'ensemble 

des places w ^ v divisant p, pour S l'ensemble E = S U {v}, avec ~pZ w == £ TO 
si w G E' \ {v}, avec le type de Weil-Deligne [r v>m , 0] en v et avec les types 
de Weil-Deligne de la preuve de la proposition 13.5.11 aux places w ^ v de E, 
c' est- a- dire : 

— [a, 0] comme dans le (ii) de cette preuve si w $ E' 

~~ [[£w)\ ' I © [£u)L-Wii>] avec N w 7^ si w G E' mais w { p, ou bien si 

6Jj» = £J/« et L ® PlGai(?sr/F„) n ' est P as la fibre generique d'un schema 
en group es fini et plat sur Op w 

~ [[?J©[£j,0] sinon. 

(L'existence des releves locaux se deduit des lemmes 13.2.11 et 13.4.11 ) Soit n m 
une representation automorphe de (D ®q A) x donnee par le theoreme 13.2.21 et la 
correspondance de Jacquet-Langlands. Sur une extension sufhsamment grande 
E m de E, on obtient comme dans la preuve de la proposition 13.5.11 : 

Rom OEm (M v ,% ®o Em ir°J = W P % * m ,v 

ou M v = f ® w( z S M w , 7r^ est un 0£ m -reseau de ir m j comme en (J2Tj) et T w pour w G 
5" agit par multiplication par un scalaire dans Em qui se reduit sur a w G k E . On 
deduit de la proposition @T7] que le C^ m -rang de Homo E njv](M v , 7r^J est Cg™ pour 
un entier C strictement positif independant de m. Soit vjE m une uniformisante 
de C>E m , l'injection naturelle ^ml w E m ^ &E m ©fc B Kd(p) (cf- lemme I3~.1.2p induit 
des injections compatibles avec Taction de T w pour w E S' : 

Rom OE[U v ] (M v ,7c° m )/w Em ^ Rom kE[U v ] (M v ,7c° m /w Em ) 

M> A;i? m Hom fcB [t;«](M , ',7r Z) (p)) 
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et l'image de l'injection composee tombe done dans : 

k Em ®k E Hom A . B[c/ ,](M 1 ',7r D (p))[m / ] = k Em ® kE 7T DjV (p). 

On en deduit que 7Td,v(J>) est de dimension (sur k E ) superieure ou egale a Cq™ 
pour tout m et on conclut comme dans la preuve du corollaire 13.2.41 □ 



3.6. Multiplicity un II. — On montre que le module C m = C^ m$ est libre de 
rang 2 sur T m = T 0>m0 . 

Beaucoup des arguments sont similaires a ceux que Ton trouve dans les articles 
generalisant [44J et [40J. Une difference cependant est que le but de ces articles 
etant typiquement de montrer la modularity de representations galoisiennes, les 
methodes de changement de base peuvent y etre utilisees afin de simplifier les 
hypotheses sur le niveau. Nous donnons par consequent des preuves completes 
aux endroits oil cette difference intervient. On conserve les notations des sections 
13. 3\ 13.41 et 13.51 et les hypotheses de la section 13.51 

Pour une representation automorphe 7r de (Z}(g)A) x comme dans la proposition 
13. 5. 1[ la representation p n est naturellement definie sur un objet de la categorie 
Co (cf. § 13.41) : prendre par exemple {a G Oe>, a G k E } pour une extension 
E' suffisamment grande de E. Elle definit done un morphisme de Og-algebres 
Rq Qp qui envoie N(u>) tr(pQ mv (Fr^)) sur la valeur propre de T w agissant 

sur tt™ L2( ° fJ pour w S U Q (oil p£ niv : Gal(Q/F) GL 2 (R Q ) est dans la 
classe d'equivalence de la deformation universelle de p correspondante) . Par la 
proposition 13.5. 1[ on obtient done un morphisme Rq — > Q p ®o E ^Q,m Q Q u i envoie 
N(w) tr(pQ mv (Fr w )) sur 1 (g) T w pour w^SUQ. Comme Rq est topologiquement 
engendre sur O e par les traces {tr(pQ mv (Fr„,)), w G' S U Q}, ce morphisme est 
done a valeurs dans Tq^ q . On voit aussi que si Q' C Q, on a un diagramme 
commutatif : 

R Q — > Rq> 
I I 

oil la ffeche du haut est la surjection canonique, les ffeches verticales sont celles 
que Ton vient de definir et la ffeche du bas peut etre caracterisee comme l'unique 
application (surjective) qui envoie T w G TQ jtng sur l'unique racine a w G Tg/ mg , 
de X 2 — T W X + ip(zu w )~N(w) (donnee par le lemme de Hensel) qui se reduit sur 
a w si to 6 Q\Q' et sur T w sinon. Pour voir qu'une telle application existe et rend 
le diagramme commutatif, notons qu'il suffit de le verifier apres avoir tensorise la 
ligne du bas par Q p et avoir projete sur chaque composante de Qp®o E r ^Q',tn Q , dans 
la decomposition de la proposition 13.5. fl L'application de -Rq vers la composante 
correspondant a 7r se factorise par la composante de Q p ®o E ^Q,m Q correspondant 
a 7i oil l'image de T w y est determined par comme suit : 

(i) si w G" E U Q alors l'image est N(u>) tr(p 7r (Fr w )) 
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(ii) si w G S' alors il existe un unique caractere r] w de Gal(F w /F w ) relevant £ w 
tel que pAg*\(fZ/f w ) - ( T ^ ) et Tfa(Iw) = I w (Iw), l'image est alors r] w (w w ) 
sauf si w\p et Vw 1 pAg&\(FZ / f w ) es ^ l a fib re generique d'un groupe p-divisible 
auquel cas l'image est r] w (zu w ) + N(w)rf w (w w ) 

(iii) si w G Q alors P-k\gs1(f^/f w ) — Vw © Vw ou Vw(^w) releve a w mais pas 
^(cc7 w ) (voir (iv) dans la preuve de la proposition 13.5. ip et l'image est alors 
N(w)r) w (zu w ). 



clef 



Considerons maintenant le morphisme canonique Rq — » Hq = i?g ®i? Q Tq !TOq . 



Lemme 3.6.1. - - (i) II y a un unique morphisme de Rg-algebres : «q : Rq — > 



Q>toq ' 



(liij Siio G 5", a/ors V application induite R^ — >■ 1q correspond a une paire 

(a w ,L w ) ou Gal(F w /F w ) agit sur L w par un caractere r\ w e tel que r] w (zu w ) = T w . 
(iii) Le morphisme ag est surjectif. 



Demonstration. — Supposons d'abord Oe suffisamment grand pour contenir l'i- 
mage du morphisme Tg jmQ — > Q p pour chaque 7r comme dans la proposition ^. 5. II 
(il n'y a qu'un nombre fini de telles tt). Done, pour chaque n, on a une deformation 
correspondante a n : Gal(Q/F) — > GL 2 (Oe) de p non ramifiee en dehors de EUQ. 

Soit Oe\ = O e ® Rq i2g, on a alors pour chaque w G X un releve canonique : 

< w : Gal(iVi^) GL 2 (0°) 

de PlGai(P5T/F„) de la forme ^o-Trloai^/^)^ 1 P our une matrice A w G GL 2 (C°) 
relevant la matrice identite de GL 2 (fc_B). Montrons que le morphisme correspon- 
dant — > O^ se factorise en un unique morphisme R^ — >■ (9^. Si w G" S', alors 
c-k(Iw) = p(Iw), done egalement cr° w (J TO ) = p(I w ) et le fait que i?° ->■ se 
factorise par R^. Si w G alors |oai(^/Fu,) — ( o 6 <, ) P our un caractere ^ 
relevant £ w et tel que T] W (I W ) = £ W (I W )- On en deduit un unique facteur direct 
de (C§) 2 sur lequel Gal(F w /F w ) agit par r; w e. De plus si w G S" alors r) w (w w ) 
est l'image de dans 0^. On en deduit que — >■ (9§ se factorise de maniere 
unique en R^ — >• Op], et de plus que 77^ mv (cu w ) G R^ s'envoie vers l'image de T w 
dans Oe pour u> G S" (^ mv est le caractere Gal(F to /F M ) — >■ i?^ relevant £ w dans 
le lemme 13.4. lj) . 

II suit du lemme 13.6.11 que pour chaque 7r comme dans la proposition 13.5.11 
la fleche R^ c — > Rq — > O^ se factorise de maniere unique en un morphisme 

Rfo c — > O^, et done que la fleche Rq — > O^ se factorise de maniere unique en un 

morphisme Rq — > 0%. On en deduit que : 

R% -> 1° © ff O° 
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se factorise de maniere unique en un morphisme Rq — > ® w O^. Comme, par le 
lemme l3~.4. 1[ Rq est topologiquement engendre sur Rq par {))"(©«,), w G S'}, 
on voit que ce dernier morphisme est encore a valeurs dans Tq mQ . 

Maintenant ne faisons plus l'hypothese que E est sufhsamment grand. Si E est 
remplace par une extension E', les O^-algebres Tq , Rq et Rq sont remplacees 
par leur extension des scalaires a Oe> (voir la remarque I3.4.2p . Done, pour E' 
suffisamment grand, par le raisonnement precedent le morphisme : 

O e > ®o e Rq -> O e , ®o E Tg, mQ 

se factorise de maniere unique en un morphisme Oe> ®o e Rq ~ > ®e> ®o e Tg )inQ 
verifiant le (ii) de l'enonce. On en deduit que l'image de Rq est contenue dans 
Tq )TO ce qui demontre (i) et (ii). 

Enfin, pour demontrer (iii), rappelons que si w £ S U Q alors T w G TQ iItlQ 
est l'image de N(w) tr(p Q niv (Fr„,)) G R Q . Si w G Q, soit g w G GaA(F^/F w ) dont 

l'image dans Gal(F w /F w ) correspond a l'uniformisante w w . Le polynome car- 
acteristique de Pn mv (g w ) a une unique racine dans Rq qui se reduit sur N(w) _1 a w , 
et cette racine s'envoie sur N(w)~ 1 T w G TQ jtng . On en deduit que Tg est 
topologiquement engendre sur Rq par les elements T w que Ton n'a pas considered, 
i.e. les T w pour w G 5". Mais par (ii) ces elements sont encore dans l'image de 
ckq, done «q est surjectif. □ 

Notons que si Q' C Q, alors Rq, s'identifie a Rq (& R n / Rq>, et done Tq, ^ 

s'identifie a Rq ®r q Tq' )TOq; . De plus la surjection induite Tq^ — > Tq, , est 

compatible avec les applications de source R^ pour w G £ de sorte que Ton en 
deduit un diagramme commutatif ou toutes les fleches sont surjectives : 

pA , dA 

I I 

Q,mQ f R Q',m Ql - 

On pose CQ mg = Rq ®r q CQ,m Q <l ue l' on v °h comme -Rg-module via le mor- 
phisme «q du lemme 13.6.11 

Pour w G Q, soit A„ le sous-groupe de p-Sylow de et Aq = Y\ we Q^w 
L'argument de [141 Lem.2.44] montre que PQ^IoaifFU/i^) es ^ ^ a somme de deux 
caracteres et l'on note ^ mv celui qui se reduit sur £ w ou ^(Fr^) = a' w = N(w)~ 1 . 
Comme i]^ lv \i w a une reduction triviale, done est d'ordre une puissance de p, il se 
factorise par I w — >■ F — > k* (rappelons que w\p). Si l'on restreint l'application 
induite k* — > Rq a A^, on a un homomorphisme A w — > Rq pour chaque w G Q. 
En prenant le produit sur w G Q on obtient un homomorphisme Aq — > Rq, 
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done un homomorphisme de C^-algebres C?e[Aq] — > Rq par lequel on voit Cq jX!1q 
comme un O^fA^-module. 

On peut aussi definir une action naturelle de A w sur Cq^ q comme suit. On 

identifie A w a un sous-groupe de U®/U w via l'isomorphisme U®/U w ^> k* defini 
par : 

a b 



c d 



i — y ad mod w w Of w 



Alors Taction naturelle de U®/U w sur Hl t {X VQ ^ Oe)(X) commute avec celles de G 
et T et done induit une action sur Cq^ q . La compatibility avec la correspondance 
de Langlands locale nous dit que A„, agit via rj w sur {^ w ) aw pour chaque tt comme 
dans la proposition 13.5.11 (en utilisant les notations de sa preuve) ce qui entraine 
que les deux definitions de Taction de A^ coincident. Notons en particulier que, 
pour chaque representation automorphe 7r qui contribue a la decomposition de 
Qp®o e CQ :mQ , le facteur local ti w est une serie principale qui est non ramifiee si et 
seulement si £7° agit trivialement sur la composante correspondante de Q p ®o E 

Supposons maintenant Q' C Q. Soit T° la sous-C^-algebre de T engendree par 
les T w pour w £ (£\S") U (Q\Q'), T° Q (resp. T° QI ) Timage de f dans End OE (C Q ) 

(resp. Endo B (Cq/)) et soit m° = f trig flT = xx\.Qt flT°. La preuve de la proposition 
13.5.11 est encore valable lorsque Tqi m est remplace par T% et montre que 

T^ m0; et T Q / imQ; ont meme rang sur O e , de meme que C Q ^ m o et Cqi jXCIqI . La 

construction de la fleche Rq> —> Tg/ mQ , est aussi valable, et montre qu'elle se 
factorise par T% . Comme T w est dans Timage de Rqi pour chaque w G 

Q ' m Q' 

Q \ Q', on en deduit que Tapplication naturelle T^, m0 — > Tq/^, est surjective, 
done est un isomorphisme. Comme Tapplication naturelle Cq/^o — > CQ^ mq , est 
automatiquement surjective, e'est aussi un isomorphisme. L'injection naturelle 
Cqi — > Cq est T°-lineaire, done induit un morphisme Cq^ m o — > Cq^o, et on 
considere Tapplication composee : 

b< Q '■ CV,m Q , — Cq/^Q -> Cq^O Cq^ q . 

En tensorisant par Q p et en appliquant la decomposition de la proposition 13.5. 1[ 
on voit que Cq est TQ mg -lineaire ou Taction de Tg ymQ sur Cqi^ q , est definie via 
la surjection TQ iinQ — > TQ/ jmg , precedente (envoyant T w sur a w pour w G Q\Q')- 

On pose A QW = UweQW A ™- 



A Q\Q' 



Lemme 3.6.2. - - (i) L' application Lq induit un isomorphisme Cqi^^-^Cq ^ 
(ii) Le module Cq^ q est libre sur G e [Aq\. 
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Demonstration. - - (i) Pour w G Q\Q', soit U' w la preimage de A w dans U® (on 
a done U w QU' W Q U®). On pose : 



u Q c t# ^ r/g n ^ ^ ^,0 = ^ n ^ ^ = ^ n ° 

weQ\Q' weQ\Q' weQ\Q' 



v Q c v£' d = f K g n^c v# d = f Vq J^J c Vqi = Vq J^J o 

w&Q\Q' w€Q\Q' weQ\Q' 



amsi que : 

C% d i f Hom OB[G] (M,^(X^ ^)(l)) 
eg, d i f Hom OB[G] (M, J ffi t (X v g ; ^O s )(l)). 

L 'application 6g est alors la composee des applications : 

D'apres la preuve de la proposition 13.5.11 (et la compatibility entre les deux de- 
scriptions de Taction de A w ), on voit que les trois premiers O^-modules ont meme 

A 

rang que le C^-module Cq 



Q\Q 



(ii) Montrons que la fleclie CQ^ mQ , — > CQ 0mQ es ^ un isomorphisme. Par induc- 
tion, il suffit de montrer que l'application : 

^ : ^Q",0,m Q „ Cg,0,m Q ' 

avec Q' C Q" et Q = Q"U{w} pour une place w Q' est un isomorphisme. Pour 
cela, comme les deux (^-modules ont meme rang, on voit qu'il suffit de definir 
une application C^-lineaire : 

e : ^Q,0,m Q — y ^Q",0,m Q „ 

telle que e o 6 est bijectif. Soit n le morphisme naturel X Q > — > X Q > (tt n'est 

V Q,0 V Q",0 

pas une representation automorphe ici !), 5 provient done de l'application : 
vr* : Hl(X vQ , O e ){\) -> H&Xy* », 0*)(1). 

Soit g w d i f on a C 0*, et done C ^,' j0 . Soit tt' le 

morphisme associe X Q > — » X v q> . On ne va pas utiliser l'application (71"')* sur 

K Q,Q V',<> 

la cohomologie, mais plutot les deux applications trace : 

(L'application 7r£ peut etre vue comme associee a la double classe g~ x U w .) 
Les applications tt* et 7r£ commutent avec Faction de G et celle des operateurs 
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T w i pour w' ^ (S U {u>})\S". Un calcul standard de doubles classes donne la 
relation : 

entre applications Hh(X vQ > n , O e )(1) -» HUX vQ i n , O e ){1) 2 , ou le T w a gauche 
est un endomorphisme de H\AX Q > C s )(l), le T w a droite un endomorphisme 
de Hh(X qi -=-, et ou 5^ est defini par Taction de a7 w G D*. Notant 

encore 7T* et 7r£ les applications induites m0 — > Cg„ m o = Cq« w , on en 
deduit que 7r* — a w o ir'^ se factorise par la localisation C*Q 0m o —> Cg 0mQ et 
on definit e comme l'application induite Cq QmQ — > C , Q„ 0m /; . Comme n*n* = 
N(w) + 1 et n'^ir* = S~ l T W) on en deduit : 

eo5 = N(w) + 1 - V , (^)~ 1 5 tc T t „ = 1 - t/'Ou,) -1 ^ = 1 - N^)^/^ 1 G T Q ^ mQ „ 

ou est l'autre racine de X 2 — T W X + ip(zu w )~N(w). Par l'hypothese (Q), on 
voit que 1 — ~N(w)a w (3~ 1 a une reduction non nulle, et done est une unite dans 
TQ« jttt „. Done e o 5 est un isomorphisme. 

(iii) Montrons que Cq Q — >■ Cq mq est un isomorphisme. L'application : 

X Q/ — > X QI 

V Q V Q,0 

etant de degre premier a p, la composition avec l'application Cq mQ — >■ Cq q ^ 

induite par la trace est un automorphisme de Cq . Comme les deux O e - 

modules Cg Amq et Cg TOQ ont meme rang, on en deduit que Cg Amg Cg' mQ est 
un isomorphisme. 

(iv) On introduit maintenant une place auxiliaire pour simplifier le reste de 
l'argument. Par |18[ Lem.3], il y a un nombre infini de places finies w verifiant 
(Q) telles que N(w) ^ 1 mod p (le lemme de loc.cit. ne dit pas que les racines 
du polynome caracteristique sont distinctes, mais sa preuve montre que Ton peut 
toujours le supposer lorsque p > 3). On peut done choisir une telle place wo £ Q 
telle que wo ne divise aucun nombre premier q verifiant : F] < 2. Comme 



A WQ est trivial, on a : 



qQ 1 _ qQ'U{wq} 

Qu{w },m Qu{wo} Q l J{w },m Qu{wo) 



ce qui montre deja (par ce qui precede) que les applications horizontales dans le 
diagramme : 
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sont toutes des isomorphismes. On peut done remplacer Q' par Q' U {w } et Q 
par Q U {u>o}, i-e. supposer que Q' contient wo- 

L'hypothese sur wq assure que, pour x G Df , le groupe : 

r x d ^ (D» nxUgx-'A^/F* 

n'a pas d'element non trivial d'ordre fini. (Pour voir cela, notons que si 7-F x G r x 
est d'ordre premier q, alors le quotient des racines du polynome caracteristique 
de 7 est une racine g-ieme de 1 et [F(^/l) : F] < 2. Comme d'autre part 
Two G x Wo U Wq x~qF£ , la reduction de ce quotient est congrue a 1 modulo wo, ce 
qui implique que wo\q et est impossible par choix de wo-) Cela entraine que, dans 
Taction a droite du groupe G x Aq\q> = Uq A£^/VqF x sur la courbe X Vq , les 
elements non triviaux de GxAq\q> ne fixent aucun point geometrique. En effet, il 
suffit de le verifier pour Paction sur les points complexes de D x \((C\R)x£)j /Vq)- 

Si u G Uq fixe le point D x (z, xVq) (avec z G C\R, x G Df) alors (z,xu) = 
( , y T (z),^fXv) pour 7 G D x , v G Vq. Comme 7/ = xuv^x -1 , on en deduit que 
7F X G F x , mais l'image de r x dans l'injection D x /F x ^ D x /F x ^ PGL 2 (M) 
est discrete et le stabilisateur de z est compact, done r )F x est d'ordre fini, ce qui 
implique 7 G F x et done w G VqF x . 

On a done un diagramme commutatif de revetements galoisiens etales de 
courbes connexes sur F: 

X Vq ->■ X^Q' 

Q 

I I 

ou Xq = f X q'/G, Xq = f Xv Q /G, les applications horizontales ont comme 

Q 

groupe de Galois Aq\q/, les applications verticales G, et ou on fait agir a gauche 
les elements de ces groupes via Taction a droite de leur inverse. 

Soit J 7 le O^-faisceau lisse sur la courbe X® associe a Taction de son groupe 

fondamental 717 (Xq , s) sur Homo^M, Oe(1)) ou tti(Xq , s) agit sur M via son 
quotient G (s est un point geometrique). On note encore J 7 son image inverse sur 
Xq pour toutes les courbes X du diagramme ci-dessus. Notons que Cq s'identifie 
alors a H 1 (X Vq q, J 7 ) , et la suite spectrale de Hochschild-Serre donne done une 
suite exacte de 0£[Gal(Q/F)]-moduTes : 

H\G x A q \ q ,,H°(X VqM ,F)) H\X^T) 

iJ 2 (G x A o ^,iJ (X yQiQ ,^)). 

Comme Taction de Gal(Q/F) sur H°(X VQM ,J r ) se factorise par Gal(Q/F) ab et 
que Cq^ q est un reseau dans une somme directe de representations p w dont la 
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reduction p est irreductible, on en deduit que l'application composee : 

TjlfvQ' ~p\ . ^ a q\q' . ^ A Q\Q' 
U ' Q,Q' ' ^ C Q Q,m Q 

est surjective. Elle se factorise par Cq )TO(3 — > Cq^q ' c l u ^ es ^ done aussi surjective. 
Cela acheve la preuve de (i) puisque ces O^-modules nt le meme rang. 

(v) Comme H^(Xq q, J 7 ) et fP(X^, J 7 ) sont nuls pour j > 2 et comme Taction 
de Gal(Q/F) se factorise par Gal(Q/F) ab pour j = 0,2, la suite spectrale de 
Hochschild-Serre appliquee au revetement — > montre que, pour % > 

0, le C s [Gal(Q/F)]-module H 1 (Aq\q>, if^Xg^, J 7 )) a une filtration finie pour 

laquelle Gal(Q/F) agit via Gal(Q/F) ab sur chaque gradue. De plus la suite 
spectrale de Hochschild-Serre pour le revetement X Vq> q — > Xqiq montre que 

Taction de Gal(Q/F) sur les noyau et conoyau de if ^Xq q, J 7 ) — » Cq se factorise 
par Gal(Q/F) ab . On en deduit que H 1 (Aq\qi,Cq) a une filtration finie pour 
laquelle Gal(Q/F) agit via Gal(Q/F) ab sur chaque gradue. Comme Cq^ q est un 
facteur direct de Cq en tant que Oe[Aq\qi x Gal(Q/F)]-module, ceci reste vrai 
avec Cq^ q au lieu de Cq. Par ailleurs, par devissage on voit que H 1 (Aq\qi, Cq^ q ) 
a une filtration finie par des sous-C£;[Gal(Q/F)]-modules tels que chaque gradue 
est isomorphe a p. On en deduit finalement que H l (Aq\q> , Cq^ q ) = pour tout 
i > 0, ce qui implique que C*Q imQ est libre sur Oe[Aq\q>] par [SI VI(8.7)]. □ 

Tous les ingredients sont maintenant en place pour appliquer le "patching argu- 
ment" de Taylor- Wiles et demontrer le resultat principal de cette section. Lorsque 
Q = 0, on omet Tindice Q. 

Theoreme 3.6.3. - - (i) Le T m -module C m est libre de rang 2. 

(ii) L'anneau localT m est un anneau d 'intersection complete sur Oe- 

Demonstration. — On le demontre exactement comme dans j301 Thm.3.4.11]. 
Aux notations pres, la seule difference est que T anneau jouant le role de B dans 
loc.cit., e'est-a-dire R^ c , est ici formellement lisse sur Oe et il n'y a done pas 
besoin d'inverser p dans la conclusion de |30[ Prop. 3. 3.1] (et en fait la preuve 
devient plus simple, voir |16[ Thm.2.1]). On conclut par consequent que R A ^> 
T° = R n <& R T m est un isomorphisme d'anneaux locaux d'intersection complete 
sur Oe et que R n ®r C m est libre de rang 2 sur T°. Comme R n est formellement 
lisse sur Oe, on en deduit que T m est un anneau local d'intersection complete sur 
Oe et que C m est libre de rang 2 sur T m . □ 

3.7. Resultats principaux. — On montre les deux theoremes enonces dans 
Tintroduction. 
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On conserve les notations et hypotheses des sections precedentes. Rappelons 
ces hypotheses. On fixe un corps totalement reel F et une representation : 

p:Gal(Q/F)^GL 2 (A; £ ) 

continue, modulaire, irreductible en restriction a Gal(Q/F(^T)) (ou k E est une 
extension finie de ¥ q suffisamment grande comme au § I3.ip . telle que l'image de 
p(Gal(Q/F)) dans PGL 2 (k E ) est differente de PGL 2 (F 5 ) et PSL 2 (F 5 ) si p = 5 et 
verifiant les hypotheses : 

(i) 'p\g&\(K,If w ) es ^ reductible non scalaire aux places w de F divisant p 

(ii) il existe une place v (fixee) de F divisant p telle que F v est une extension 
non ramifiee de Q p et plcai^/i^) es ^ generique (reductible) . 

Rappelons que (ii) implique p > 3. 

On fixe une algebre de quaternions D sur F verifiant les hypotheses : 

(iii) D est deployee en une seule des places infinies et aux places divisant p 

(iv) si w est une place finie de F ou D est ramifiee, alors p|Gai(l^/F™) es ^ s °it 
irreductible soit non scalaire de la forme Ji w (a*) pour un caractere fJ w : 
GaX(K/F w ) -> k%. 

Rappelons que (iv) implique itr>(jp) ^ par le corollaire 13.2.31 

On ecrit p\ Gal (^; /Fv) comme en Q22) et on rappelle que r(0) G V(p\ Gal(P ^ /Fv) ) est 
l'unique poids de Serre tel que Taction de U v = l(Op v ) sur r(^) ll( -° F ^ est donnee 
par M v = rf($) ® r}(jH) = fj^ ® fj [fc x, (cf. § UM>- 

Theoreme 3.7.1. - - (i) On a dim fcE Hom fcj3[GL2(c , F j] (r(0), n D , v (jp)) = 1. 
(mJ Pour tofii J C (Su, on a : 

Hom fcB[GL2( o Fj] (ind^^V^) ®v{J)^d,v{p)) + °- 

Demonstration. — (i) Par le theoreme I3.6.3( i). on a C m /w E libre de rang 2 sur 
T m /n7E- Par le theoreme I3.6.3( ii). l'anneau artinien T m /vj E est d'intersection 
complete, done Gorenstein. Par consequent (T m /-a7£;)[m] est de dimension 1 sur 
k E , et done (C m /w E )[m] de dimension 2 sur fog. 

Montrons que l'application naturelle injective : 

C/w E = k E ® 0e Hom OB[G] (M, H\X VM , O e ){\)) ^ 

Hom fcB[G] (M,^ 1 (X V Q,^)(l)) 

est un isomorphisme apres localisation en m (ou M = M/w E et ou on omet 
Q = en indice). Posons Q = {wq} ou la place wq est comme dans la preuve 
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du lemme 13.6. 2\ on a un isomorphisme C m ^ Cq^ q (lemme I3.6.2j) et un isomor- 
phisme deflni de maniere analogue : 

Hom MG] (M,H 1 (X vM ,k E )(l)) m ^ Rom kE[G] (M, H\X VqJS , k E )(l)) mQ . 

Considerons le diagramme commutatif : 

H X {X Q ^JF) ->■ ^(Xq^F/we) ->■ H 2 (Xq^, J 7 ) 
I I 

Rom OE[G] (M,H\X VqM ,O e )(1)) Hom fcB[G] (M, ^(X^^, ^)(1)) 

I 

2 (G, Hom fcB (M, # (X^, M(l))) 

avec Xq et J 7 comme dans la preuve du lemme 13.6.21 Comme la ligne du haut et 
la colonne de droite sont exactes et que Taction de Gal(Q/F) sur H 2 (Xq^, J 7 ) 
et H°(X VqM , k E (l)) se factorise par Gal(Q/F) ab , on a (comme dans la partie (v) 
de la preuve du lemme I3.6.2j) que l'application composee : 

H\X QM , F) — > H\X QM ,F/w E ) — ► Hom MG] (M, H\X VqJS , k E )(l)) mQ 
est surjective, et done qu'il en est de meme de : 

C Q , mQ = Rom OE[G] {M,H\X VqMi O e ){1))^ q — ► 

Hom fc£[G] (M,i/ 1 (X yQi Q,fc i ,)(l)) mQ . 

On en deduit avec ce qui precede que : 

C m /uj E — ► Hom MG] (M,i/ 1 (X^,fc i; )(l)) m 
est un isomorphisme et done que : 

dim kE Hom fcE[G] (M, H 1 (X V ^, k E )(l)) [m] = dim fcB (G TO /zi7 B ) [m] = 2. 

Montrons maintenant que Hom^^^M^, 7TD )t ,(p)) a dimension 1. Par [SI 
Lem.4.6] et [SI Lem.4.10] (aux changements de convention pres, cf. § 13.11) . on a 
l'isomorphisme devaluation ([SI Lem.4.11]) : 

P® fcB n D (p) v ^ H\X v ^k E )(l)[m*} 

ou est I'ideal de k E [T w , S w ] w gx engendre par les elements T w — N(w) tr(p(Fr UI )) 
et S w — N(w) det(p(Fr l „)) pour u> ^ E. On a done les identifications par ( |28|) : 

ptg^Hom^^M,,, ir D ,v{p]) =P®k E Hom^] (M„ ®fc B F, 7r D (p))[m'] 

= Hom i . £[[// i/ ] (M ! ® fei5 M v ,p(g> kE 7r D (p) v )[m'} 
= Rom kE[u/v] (M, H\X vM , k E )(l)[m*)) [m'] 
= Hom MG] (M, F 1 ^, k E )(l)) [m] 

ou, dans la derniere egalite, on a identifie Faction des operateurs S w avec celle 
des elements correspondants de G = UA F JVF X . Comme on vient de montrer 
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que ce dernier espace a dimension 2, on en deduit que Hom. kE [u v ](M v , ttd,v(p)) a 
dimension 1, ou encore par reciprocity de Frobenius : 

dim fcB Hom MGL2( o Fj] ( ind^J^ rf (0) ® f]{0), ir D ,v(~P)) = L 

Par le lemme I2.1.4[ le seul constituant de indj^ ff{v) 7/(0) qui est dans 
T>(j)\ G ^rpri F \) est son co-socle r(0). Le theoreme 13.1.11 implique alors que les 
homomorphismes : 

ind^ J rj'(0)®^(0)— >n D M 

sont exactement ceux qui se factorisent par le co-socle r(0). On en deduit que 
Hom jfcj3 [ GL2(c , F j](r(0),7r jD> „(^)) a aussi dimension 1. 

(ii) Par la proposition 13.5.31 011 a C(J) m ^ et l'injection : 



C(J) m /w E ^ Hom fcE[G] (M{J),H 1 {X vM ,k E ){l)) x 



implique done en particulier Hom^c] (M( J), if 1 (X y Q, fce)(l)) [m] ^ 0. On mon- 
tre comme dans le (i) ci-dessus l'identification : 



■p® kE Hom fe[[/ j (M v (J),n D:V (p)) = Hom MG] (M(J), H^Xy^ A^)(l))[m]. 
On voit done que : 

Hom MGL2(OFj] (ind^ 2 ^ Fj rf(J) ^v(J),^d,v{p)) = Hom M%] ttd.^G 5 )) 
est non nul. □ 

Donne tout de suite le corollaire satisfaisant suivant. 

Corollaire 3.7.2. - - Si la factorisation j[2h)) est verifiee, alors la representation 
itdv(p) (comme definie en <fl?5))) est necessairement le facteur local en v dans 



Demonstration. — Si Ton a ttd(p) — ^'w^'d w(p) P our ^'d w(p) representation lisse 
admissible de D* sur k E , alors itd,v(J>) — X ® kE tt' Dv (J>) ou : 



X^Hom^ (M ,®' w ^y D , w (p))i m '} 

(avec action triviale de GL 2 (-F„)). On en deduit par le theoreme I3.7.1( i) que le 
fc^-espace vectoriel : 

X® kE Hom kE[Gh2{OFv)] (r(0),7r^^(p)) = Hom MG L 2 (o F „)] (r(0), n D>v (p)) 

est de dimension 1. II en est done de meme du fcg-espace vectoriel X. □ 

Choisissons une ecriture (a Vta ) aeSv , (/3 v , a )<res v et (x Vt<T ) ae s v comme en §B) pour 
le module de Fontaine-Laffaille contravariant de ~P\g3X(f^/f v ) <8> 0~ l . Rappelons que 
l'on a defini F(J) en © et Z(p\ Gal(K/Fv) ) en ©. 
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Corollaire 3.7.3. - - La representation lisse admissible ttd,v{p) verifie les hy- 
potheses de la proposition \2.6.1\ (pour la representation locale T\GaV(KlF v )) P our 
tout J CS V tel que Z(p\ Gal(K/Fv) ) n F(J) = 0. 

Demonstration. — L'hypothese (i) resulte du theoreme 13. 7. llf i) . l'hypothese (ii) 
du theoreme 13.1.11 et du lemme I2.1.4[ et l'hypothese (iii) du theoreme 13.7. l( ii) et 
de l'hypothese (ii). □ 



Signalons la conjecture suivante qui contient strictement le corollaire 13.7.31 (voir 
[3J Conj.1.2] et [3J Thm.1.5] pour une conjecture analogue lorsque D est ramifiee 
en toutes les places infinies et sans l'hypothese de reductibilite de T>\g3\(f\,/f v ))- 

Conjecture 3.7.4- - - La representation lisse admissible tid,v{J>) verifie les hy- 
potheses de la proposition ^. 6.3\ (pour la representation locale ~p\gsX(f\;/f v ))- 

Remarque 3.7.5. — Lorsque Z(p\gh1(f\;/f v )) = on P eu ^ facilement montrer 
en utilisant par exemple les resultats de [SI § 18] que le corollaire 13.7.31 et le 
theoreme 13.1.11 impliquent la conjecture 13.7.41 



Par le corollaire 13.7.31 et la proposition 12.6.11 pour tout J C S v tel que 
Z &\g&\(k / f v )) ^ F(J) = la representation 7i D v (j>) fournit done un invariant 
x(J) G k E . Pour une representation (lisse avec caractere central) arbitraire 7r de 
GL 2 (L) sur Ue verifiant les hypotheses de la proposition 12.6. 1\ ces x(J) peuvent 
etre essentiellement quelconques (cf. § 12.61) . 

Corollaire 3.7.6. - - Pour J C S v tel que Z(J>\g^(K/f v )) ^ F(J) = 0, les in- 
variants x(J) G kg de la representation itd,v(p) sont donnes par : 

<J) = -t(-i) ( n II /V) ~ l a ° ; rf J ; : 

tr<£J 

avec (a v ,a)aes v! Wv,a)aes v et (x v>a ) aeSv comme en (Qp. 

Demonstration. — On va appliquer le corollaire 12.6.51 a J et 7r = ttd,v(P), il feut 
done verifier toutes les conditions de ce corollaire. Notons qu'il suffit de demontrer 
l'egalite du theoreme dans n'importe quelle extension finie de fee, et on peut done 
agrandir arbitrairement E dans l'application du corollaire I2.6.5[ ce que l'on fait 
de maniere tacite dans la suite de la preuve. 

Soit ii une representation automorphe de (D <g> A) x telle que p n contribue a 
Qp ®o E C(J)m comme dans la proposition 13.5.31 Comme dans la preuve de la 
proposition 13.5.11 (pour Q = 0), on voit que l'on a B.om E [u^](M v ,Q P ®q 717) = 
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Q p ®q 7r„ oil ti v est le facteur local de 7r en v, oil S et U v sont comme au § 13.31 et 
M v = <S) w( zsM w avec M w comme au § 13.51 Soit tc° un C^-reseau de iif comme en 
(127)) . alors Hom^ ^(ikF, 7r°) est un Cg-reseau 7r° de ir v (stable par GL 2 (F V )) et 
le Og-module : 

Rom OE[u] (M(J),7c°) = Eom OE[Uv] (M v (J)y v ) + 

est non nul, done libre de rang 1. On note v G 7r° un generateur du sous- 
Cc-module (de rang 1) des elements de 7r° sur lesquels U v agit par le caractere 
M V (J) = rf{J) ® V}{J). 

L'injection naturelle 7f° == k E ®o E 71-0 ^ n D{p) (lemme l3.1.2p induit une injec- 
tion Hom fcB [[/»](M , 7f°) Hom fcj5 [;7«](M ,ir D (j>)) qui, par construction, tombe 
dans Homfc B [(/«](M i; , 7Tc(p))[m'] = ttd,v(j))- On a ainsi des injections : 

k E ®o E TTy = Hom c , B [ [/1 >](M t ',7r )/ro jB Hom te[[/1 (F, vf°) «^ 7tjj iV (p) 

de sorte que l'image de 9" dans ttd,v(p) est non nulle. 

Le fait que p°| Ga i(^/j^) - H° m FiiVi(-M> A cris ) v (l) (oil p° est un O^-reseau sta- 
ble par Gal(Q/F) dans p n ) pour un (unique) C^-module fortement divisible M. 
de type rj(J) <S>r)'(J) provient de Homo B [u v ](M v (J) , 7i\,) ^ et de la compatibility 
avec la correspondance de Langlands locale (|35j). 

On peut done appliquer le corollaire 12.6.51 avec J, ir D ^(p), M., 7r° et v, ce qui 
donne le resultat (le lecteur pourra verifier sur toutes nos normalisations que la 
representation iz v est bien alors la representation ti„ du theoreme 12.5.2)) . □ 



Remarque 3.7.7. - - (i) Notons que les valeurs des x(J) du corollaire 13.7.61 ne 
dependent que de p\ghi(fZ/f v )- Si ttd,v^p) verifie bien la conjecture 13.7.41 et si 
Z (J>\g&\(K / f v )) 7^ alors il existe par les resultats de [5] de nombreux autres 
invariants que Ton peut associer a itd,v(p), P ar exemple les invariants "cycliques" 
de [31 Ques.9.5] lorsque p\Gai(FZ/F v ) es ^ (generique) semi-simple. Nous ignorons 
comment calculer ces invariants cycliques en general, mais on peut se demander 
si leurs valeurs conjecturales explicitees dans [31 Ques.9.5] ne seraient pas aussi 
celles donnees par 7Td,v(p)- Notons que, dans |27) . d'autres invariants de [5] sont 
calcules pour vr D t) (p) (si 7Td,v(p) verifie la conjecture 13 .7. 41 et Z(p\Gai(K/F v )) ^ 
mais ils sont analogues a ceux du corollaire 13.7.61 (en particulier ils ne dependent 
que dep\ Gal(K/Fv) ). 

(ii) II est vraisemblable que le corollaire 13.7.61 reste valable dans le cas oil les r VjC 
sont tous nuls mais oil p\GaX(FZ/F v ) ® es ^ supposee de plus dans la categorie de 
Font aine- Laff aille . 
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4. Appendice : Reductions de fC-types 



On donne des formules explicites pour la semi-simplification modulo p de tous 
les K-types pour GL 2 (L) oil L/Q p est une extension finie quelconque. 

On note M l'extension quadratique non ramifiee de L, a l'element non trivial 
de Gal(M/L) et F g , ¥ g 2 les corps residuels de L et M. On note II le sous-groupe 
d'inertie de Gal(Q p /L), uj l une uniformisante de L et Vl la valuation sur L telle 
que v L {w L ) = 1. 

On rappelle que Ii (Gl) C GL 2 (Gl) est le pro-p-sous-groupe de Sylow du sous- 
groupe d'lwahori 1(Ol) des matrices triangulaires superieures modulo une uni- 
formisante zul de Gl. On note I(F g ) C GL 2 (F P ) le sous-groupe des matrices tri- 
angulaires superieures et Ii(F g ) son p-sous-groupe de Sylow. Pour n > 1, on note 
I(n) le sous-groupe de l(G E ) des matrices triangulaires superieures modulo zu E 
et h(n) son pro-p-sous-groupe de Sylow (done 1(1) = 1(Gl) et h(l) = li(G E ))- 

Pour un groupe profini G contenant un pro-p-sous-groupe ouvert et pour A £ 
{E,k E }, on note R\(G) le groupe de Grothendieck des representations (lisses 
de dimension finie) de G sur A. Rappelons que Rk E {G) = Rk E (G/N) pour tout 
pro-p-sous-groupe N de G, et qu'un element de Rk E {G) est determine par son 
caractere de Brauer, qui est une fonction a valeurs dans Ge sur l'ensemble des 
classes de conjugaison p-regulieres de G (ou de G/N). Si 9 £ R E (G), on note 9 
l'element dans Rk E (G) donne par la reduction de 9. Rappelons que le caractere 
de Brauer de 9 est juste la restriction du caractere de 9 a l'ensemble des elements 
p-reguliers de G. On suppose toujours que k E est suffisamment grand pour que 
toutes les representations irreductibles de G en caracteristique p soient definies 
sur k E . 

Pour un caractere £ : F^ 2 — > k E , on note 0(£) l'image dans i?fc B (GL 2 (F g )) (ou 
dans i?fc B (GL 2 (Ci))) de la reduction de la representation irreductible de GL 2 (F 9 ) 
de degre q — 1 sur E associee a [£] si £ 9 ^ £ ou bien de ([x] ° det) <8> (Sp — 1) £ 
R E (GL 2 (¥ g )) si £ = x ° 2 /f, (oil Sp designe la representation speciale de 
GL 2 (F 9 ) sur E). Le caractere de Brauer de 0(£) (sur les classes de conjugaison 
p-regulieres de GL 2 (F g )) envoie done la classe de g vers (q — l)[£(c)] si (7 = c £ F^, 
vers — [£(c)] — [£(c)] 9 si (7 a pour valeurs propres c, c 9 £ F^ 2 \ F^ , et vers sinon. 

Si [r,N] est un type de Weil-Deligne (cf. § I3.2[) . on definit son conducteur 
essentiel comme le conducteur minimal parmi tous ses tordus par des caracteres. 

On note d'abord la formule suivante : 
Lemme ^..1. — Pour tout caractere ip : F^ — > k E , on a : 
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dans -Rfc B (GL2(F g )), ou la premiere somme est sur tous les caracteres £ : 
F* 2 /F* — >■ k E tels que ip = £| F x ; ou la deuxieme somme est sur toutes les 
representations irreductibles r de GL^Fg) sur kE de caractere central ip et ou : 

def f 2 val ^- val ( dimr ) szdimr>l 
2 val( g )_ 1 si dimr = l. 



Demonstration. — Pour demontrer la premiere egalite, on verifie facilement que 
les deux sommes ont meme caractere de Brauer, qui envoie g vers (q 2 — l)[ip(g)] 
pour g G F* et vers sinon. II suffit de demontrer la seconde egalite en sommant 
sur tous les caracteres centraux possibles if) : F* — > k E , i.e. de demontrer : 



X,X T 

ou la premiere somme est sur tous les caracteres x, x' '■ ~ * k E et la deuxieme 
somme est sur toutes les representations irreductibles r de GL 2 (F g ) sur k E . 
Comme les constituants irreductibles de chaque ind^ 2 j F ^ x® x' son t distincts, 
on doit montrer que m T = m' T ou m' T est le nombre de paires ordonnees (x, x') 
telles que r est un constituant de ind^ 2 x \ ® x' ■ Quitte a tordre par une puis- 
sance de det, on peut supposer r = ® - eiS (Sym r<T k E ) a ou S est l'ensemble des 
plongements ¥ q ^ k E . Par |17^ Prop. 1.1], m' T est le nombre de sous-ensembles 
J C S tels que les equations : 

r fj —— c a si a E J et o o ip^ 1 £ J 

r fj —— c a — 1 si a E J et o o ip^ 1 £ J 

r ^ = p — 2 — c a si a ^ J et a o tp~ l E J 

r a = p — 1 — c a si a £ J et a o ^ J 

aient une solution avec < c a < p — 1 pour tout cr G 5 et au moins unc ff < p — 1. 
On trouve qu'il y a une solution si et seulement si J est tel que : 

(i) {cr, r a = p - 1} n F(J) = (ou F(J) est comme en ©) 

(ii) si r CT = p — 1 pour tout o~ E S alors J ^ S 

(iii) si r CT = pour tout a G 5 alors J 7^ 0. 

On en deduit facilement m r = m' T . □ 

On fixe dans la suite un type de Weil-Deligne [r, N]. 

Proposition 4-2. — Supposons que r est decomposable, i.e. r\i L — Xi © Xi 
pour des caracteres lisses Xi '■ @l ~^ E x ■ Soit n le conducteur de X1/X2 (i-&- le 
conducteur essentiel de [r,0]) et 9 un K-type correspondant a [r, 0] (cf. § \3.2fy . 

(i) Si n = 0, alors 9 = x det ou x = Xi — Xz- 

(ii) Si n > 1, alors : 
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dans i?fc B (GL 2 (Ci,)) ; ou ip = X1X2 es ^ ^ a reduction du caractere central de 9. 



Demonstration. — Si n = alors Xi = X2 et 9 = x det, l'assertion est alors 
claire. Si n > 1 et q > 2, alors il y a un unique K-type correspondant a [r, 0], a 

savoir 9 = (det o Xl ) ® ind^ ( ° L) x ou X (( = (cf. [221 § A.2.5]). 

On a done 6* = res5p\xi ® XV Nous allons montrer la formule de 

l'enonce : 

(30) bd^'re^fcisfc = (ind^f* ) te »y 2 )) + «^ in d^»^ 

par recurrence sur n. Le cas n = 1 etant clair, on suppose n > 1 et (13"Uj) vraie 

avec n remplace par n — 1. On montre d'abord que : 

(31) 

. jJ(n-l) J(n) — „_ J(n-1)_ . . iJ(n-l) 0*/i(n-l)_ _ 

md /(n) res i(oi) Xi ® X2 = res^j Xi ® X2 + md x /i( ; n _ 1) res I( ^ } Xi ® x 2 

dans Rk E (I(n — 1)). Les classes de conjugaison p-regulieres de J(n — 1) sont celles 

des matrices f g' ^ j pour a, d G F* . La valeur du caractere de Brauer sur une 

telle matrice des deux cotes de (j3~Ij) est donnee par <7Xi(M)X2([^]) si a = d et par 
Xi([a])x2([c^]) si a 7^ d L'egalite (13"TT) et l'hypothese de recurrence donnent : 

ind ?H (0i)re 4o } L )Xi®X2 = 

X^X 2 + ind^ 1} res^f x^ X 2 = 

(n<^Hx^X 2 )) + ^md^> 

+ ind GL 2 (0 L ) ind O X L h(0 L ) m Ol h (n-l) 
+ mCl O^I 1 (O i ) ma O^/ 1 (n-l) TeS 0*h(0 L ) W - 

Comme les elements p-reguliers de 0^1\{Ol) sont centraux et comme [O^Ii(Ol) : 
Olh{n - 1)] = q n -\ on a dans i^©^^)) : 

ind^ Il(0i) Te&° lHn - X) i) = a n ~H 

ce qui donne (13"Uj) . Si n > 1 et q = 2, il y a deux i^-types associes a [r, 0], l'un 
donne par la meme formule que dans le cas q > 2, l'autre par son complement 
dans det <g> indj^f^ resj|"^ fl ' ) x (cf- [221 § A. 2. 7]). Notons que si q = 2 
alors J(n) = hin) et Xi> X2> ^ son t tous triviaux. Le meme calcul que dans 
le cas q > 2 montre que la reduction du premier K-type est 2™" 1 ind I ^ ( ) ° i) ^ 
(comme demande). De plus la reduction de det o^i <8> ind^^ L ^ res^|™j l_1 ' ) x es ^ 
2 n md l ^^ L ip. On en deduit que les deux if-types ont meme reduction. □ 
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On rappelle que si r est irreducible, alors son conducteur essentiel est pair si 
et seulement si r est l'induite d'un caractere du groupe de Weil de M (voir par 
exemple [31j Cor.4.1.9]). 

Proposition 4-3. — Supposons que r est irreductible de conducteur essentiel 
pair n = 2m (avec m > 1), de sorte que r\i L — £ © £ CT pour un caractere lisse 
£ : 0^ — > E x tel que est de conducteur m. Soit 9 le K-type correspondant 
d [r, N] = [r, 0] . On a : 

„m— 1 / i \m-l 

B = (_l)-'e© + " ^ md2$W 4- 
dans Rk E {GL2{0 l)) , oil ip — £,\ x est la reduction du caractere central de 9. 

Demonstration. — II y a dans ce cas un unique type 9 associe a [r, 0] dont nous 
rappelons la definition suivant |25l § 3] (voir [22[ § A. 3] pour son unicite). On 
identifie M 2 (L) avec End L (M) = M © Ma et M 2 (O l ) avec O m © O m g. On pose 

U = f GL 2 (Cl) et on definit des sous-groupes ouverts compacts de U par : 

U n = {a + ba,ae 0* , b G w n L M ) 

pour n > 0. Pour n > m/2, la formule /^(a + bo~) = £(a) definit un caractere 
de U n . Alors 9 = 9^ = ind^ 2 ^^ oil les representations a M pour [i ^ sont 
determinees par les formules : 

(i) a M © Sp = ind^ 2< - C ' i ' > /3 M si m = 1 

(ii) a M = si m est impair 

(iii) ind, 7 (m ~ 1)/2 /?„ = ©^^ift^ si m > 1 est impair, ou la somme est sur les 

(tti-|- 1 ) /2 

caracteres non triviaux u : F x 2 /F* — > E x . 

On demontre maintenant la proposition par recurrence sur m. Si m = 1, alors 
est precisement la representation supercuspidale associee a £ et la proposition est 
immediate dans ce cas. Si m = 2, alors le caractere de Brauer de 9 = ind^° vu 
comme representation de GL 2 (F g ) envoie la classe de conjugaison d'un element 
p-regulier g vers (q — l)g[£(c)] si g = c G F x , vers [£(c)] + [£ CT (c)] si g a pour 
valeurs propres c, <r(c) G F* 2 \ F* , et vers sinon. On en deduit que 9 + 0(0 = 
ind^xT ^\ ^ (voir la preuve du lemme H~Tj) . Supposons maintenant m > 2 et soit 

£' : — > E x tel que £' a meme reduction que £ mais avec £' / (£') CT de conducteur 
m — 1. Nous allons montrer que : 

(32) ^ = E%- 

oil la somme est sur tous les caracteres non triviaux u : F x 2 /F* — > E x . Si m > 2 
est pair, alors /3 £ = fit, et les formules definissant les representations ci-dessus 
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donnent : 



6* = indg L2(0i) ind^ (m - 2)/2 ^ 

5 u (m-2)/2 u m/2 'S 



comme demande. Si m > 2 est impair, alors fl32|) decoulera de la formule = 
Sw^i ^£'u> dans Rk E (U( m -i)/2)- Les caracteres de Brauer des a M pour /i G a; : 
F x 2 /F* — > E x } sont determines par : 



/ (m + l)/2 K M Z-^"^' 



ind^ (m - 1)/2 ^ =Va, 

L '(m + l)/2 M / -> 



Comme = res [/^i)/ 2 ( ou A*' = s * f 1 = £ u )i ^ suffit de montrer : 

pour // G {£'u/, u/ : F x 2 /F x — >■ £ ,x }. Notons que le terme de droite dans est 
juste + (q — 1) XL^i e ^ °i ue ^ es cl asses de conjugaison p-regulieres dans 
U( m -i)/2 sont precisement celles des elements [c] pour c G F x 2 . Le caractere de 
Brauer du terme de droite dans (|33|) envoie un tel element vers q(q— l)£([c]) si c G 
F x et vers £([c]) sinon. En utilisant le fait que, si c G" F x et g G £7( m -i)/2W(m+i)/2j 
alors ^[c]^ -1 G' t/(m+i)/2, on trouve que le caractere de Brauer du terme de gauche 
dans f l33j) est le meme. Cela termine la preuve de fl32|) . En appliquant fl32|) . 



l'hypothese de recurrence et le lemme H~T1 donnent alors 



0? = X] 



0+1 

'-D^em + f-ir^ind^ 2 ^ i/> + ?m " 1 ~ (~ 1 ) m ' 2g md GL2(0L) </» 
-l) m - 1 0m + ^ ~ { } ind GL2(0i) rb 

□ 



Proposition 4-4- — Supposons que r est irreductible de conducteur essentiel 
impair n = 2m + 1 (avec m > 1). Soit 9 le K-type correspondant a [r, N] = [r, 0]. 
On a : 

dans -Rfc B (GL 2 (C?L)); ou ib est la reduction du caractere central de 6. 
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Demonstration. — II y a dans ce cas un unique type 9 associe a [r, N] dont nous 
rappelons la definition suivant j261 § 5] (voir |22[ § 3] pour son unicite). On 
identifie d'abord M 2 (L) avec End^(M') et M 2 (Cl) avec Endo L (OM') pour une 
extension quadratique ramifiee M' de L (qui depend de r) en chosissant {1, ru M i} 
comme base de M' sur L (oil w M i est une uniformisante de M'). Pour n > 1, on 
definit des sous-groupes ouverts compacts de GL 2 (Ol) P ar : 

V n = {g E GL 2 (0 L ),g(a) - a e aw n M ,} 

de sorte que V x = h(0 L ), [I^Ol) : V n ] = q 2 ^ et O u , D V n = 1 + m n M ,0 M >. La 
seule chose que Ton a besoin de savoir sur 9 est qu'il est de la forme ind^ 2 ^^ a 
pour un caractere a : M 'V m — >■ £ x . Comme [C^Ii(C L ) : O^'Kn] = 9 m_1 et 
que les classes de conjugaison p-regulieres de OM'V m et O^Ii(Ol) sont celles des 

elements [a] pour a G F* , on voit que le caractere de Brauer de ind^^ L a est 
celui de q m ~ l tp. Ceci acheve la preuve. □ 



Soit maintenant D une algebre de quaternions sur L, Od un ordre maximal 
dans D, K = f O^,, Z = f 0£ et Ji le pro-p sous-groupe de Sylow de K. On note 

def 

ITd une uniformisante de D. On a I\ = 1 + Hd^d et on pose J n = 1 + H^Od 
pour n > 1. On choisit un plongement M 4 D ce qui permet d'identifier les 
representations irreductibles de if sur fc s avec les caracteres de Kjl\ = F* 2 . 

Notons que 1' analogue du lemme 14.11 dans ce contexte dit juste que indf^ ip est 
la somme des q + 1 caracteres £ de caractere central ^. 

On fixe un type de Weil-Deligne [r, iV] . 

Proposition 1^.5. — Supposons que N ^ 0, de sorte que r\j L = x® X pour un 
caractere lisse \ : 0% — > E x . Soit 9 le K-type correspondant a [r, N]. On a : 

6 = x ° det . 



Demonstration. — C'est clair puisque 9 = x ° det. □ 

Proposition 1^.6. — Supposons que r est irreductible de conducteur essentiel 
pair n = 2m (avec m > 1), de sorte que r\j L = £ © £ CT pour un caractere lisse 
£ : — > E x tel que est de conducteur m. Soit 9 un K-type correspondant 
a [r, N] = [r, 0] . On a : 

„m— 1 / i \m— 1 

9 = (-I)™" 1 /! + q - indf 7i if, 

q + l 

dans Rk E (K), oil fx E {£,£ <J } etip = £| x est la reduction du caractere central de 
9. 



Demonstration. — Dans ce cas la construction de [251 § 5] montre qu'il y a deux 
types associes a r, chacun determine par un choix de /i G {£, La definition des 
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types est analogue a celle pour GL 2 (Cl), mais avec le role des parites inverse. En 
particulier, si m est impair, alors 9 est induit d'un caractere : 0^ 4 I m — > E x , et 
si m est pair, alors 9 est induit d'une representation de dimension q de O^J m _i. 
On omet la preuve de la proposition, qui est tres similaire a celle de la proposition 
S3J □ 

Proposition J^.l. — Supposons que r est irreductible de conducteur essentiel 
impair n = 2m + 1 (avec m > 1). Soit 9 le K-type correspondant a [r, N] = [r, 0]. 
On a : 

9 = q m ~ l indf 7i $ 
dans Rk E (K), ou ip est la reduction du caractere central de 9. 

Demonstration. — Ici encore on omet la preuve car elle est tres similaire a celle 
de la proposition 14.41 en utilisant [71 § 54] pour determiner le type, qui est unique 
dans ce cas et est induit d'un caractere de C^,/ m pour une extension quadratique 
ramifiee M' de L plongee dans D. □ 

Remarque ^..8. — Dans ce cas des algebres de quaternions, des resultats si- 
milaires (rediges avec plus de details) ont ete aussi recemment obtenus par Toki- 
moto (HI]). 



References 

[I] Barnet-Lamb T., Gee T., Geraghty D., Congruences betwen Hilbert modular forms: 
constructing ordinary lifts, a paraitre a Duke Math. J. 

[2] Barnet-Lamb T., Gee T., Geraghty D., Congruences betwen Hilbert modular forms: 

constructing ordinary lifts II, prepublication 2012. 
[3] Breuil C., Sur un probleme de compatibility local-global modulo p pour GL2, 

prepublication 2009 revisee 2012, http://www.ihes.fr/~breuil/publications. 
[4] Breuil C., Mezard A., Multiplicity modulaires raffinees, a paraitre au Bulletin de 

la S.M.F. 

[5] Breuil C., Paskunas V., Towards a modulo p Langlands correspondence for GL2, 

Memoirs of A.M.S. 216, 2012. 
[6] Brown K., Cohomology of Groups, Graduate Texts in Mathematics 87, Springer- 

Verlag, 1982. 

[7] Bushnell C., Henniart G., The Local Langlands Conjecture for GL(2), Grundlehren 
der Mathematischen Wissenschaften 335, Springer- Ver lag, 2006. 

[8] Buzzard K., Diamond F., Jarvis F., On Serre's conjecture for mod £ Galois repre- 
sentations over totally real fields, Duke Math. J. 55, 2010, 105-161. 

[9] Carayol H., Sur la mauvaise reduction des courbes de Shimura, Compositio Math. 
59, 1986, 151-230. 

[10] Carayol H., Sur les representations l-adiques associees aux formes modulaires de 
Hilbert, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 19, 1986, 409-468. 

[II] Chang S., Diamond F., Extensions of {(p,T) -modules and crystalline representa- 
tions, Compositio Math. 147, 2011, 375-427. 



FORMES MODULAIRES DE HILBERT ET EXTENSIONS GALOISIENNES 



75 



[12] Cheng C, Multiplicities of Galois representations in cohomology groups of Shimura 

curves, prepublication 2010. 
[13] Cornut C, Vatsal V., CM points and quaternion algebras, Documenta Math. 10, 

2005, 263-309. 

[14] Darmon H., Diamond F., Taylor R., Fermat's Last Theorem, in Current Develop- 
ments in Mathematics 1995, International Press, 1996, 1-154. 

[15] Dembele L., Appendice a Particle [5], |http:/ /www.ihes.fr/~br euil/publications, 
[16] Diamond F., The Taylor-Wiles construction and multiplicity one, Inventiones 

Math. 128, 1997, 379-391. 
[17] Diamond F., A correspondence between representations of local groups and Lie-type 

groups, L.M.S. Lecture Notes 320, Cambridge University Press, 2007, 187-206. 
[18] Diamond F., Taylor R., Lifting modular mod £ representations, Duke Math. J. 74, 

1994, 253-269. 

[19] Emerton M., Local-global compatibility in the p-adic Langlands program for GL 2 /q, 
prepublication 2010. 

[20] Fontaine J.-M., Laffaille C, Construction de representations p-adiques, Ann. Sci- 

ent. E.N.S. 15, 1982, 547-608. 
[21] Fujiwara K., Deformation rings and Hecke algebras in the totally real case, 

prepublication. 

[22] Henniart G., Sur I'unicite des types pour GL2, appendice a Multiplicites modulaires 
et representations de GL2(Z p ) et de Gal(Q p /Q p ) en I = p par Breuil C, Mezard A., 
Duke Math. J. 115, 2002, 205-310. 

[23] Gee T., Automorphic lifts of prescribed types, Math. Ann. 350, 2011, 107-144. 

[24] Gee T., Kisin M., The Breuil-Mezard conjecture for potentially Barsotti-Tate rep- 
resentations, prepublication 2012. 

[25] Gerardin P., Facteurs locaux des algebres simples de rang 4, I, in Reductive Groups 
and Automorphic Forms, I (Paris, 1976/1977), Univ. Paris VII, Paris, 1978, 3777. 

[26] Gerardin P., Kutzko P., Facteurs locaux pour GL(2), Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 
13, 1980, 349-384. 

[27] Hu Y., Valeurs speciales de parametres de diagrammes de Diamond, prepublication 
2012. 

[28] Khare C, A local analysis of congruences in the (p,p) case II, Inventiones Math. 
143, 2001, 129-155. 

[29] Khare C, Wintenberger J. -P., Serre's modularity conjecture II, Inventiones Math. 
178, 2009, 505-586. 

[30] Kisin M., Moduli of finite flat group schemes, and modularity, Ann. Math. 170, 
2009, 1085-1180. 

[31] Kutzko P., The Langlands conjecture for GL2 of a local field, Ann. Math. 112, 
1980, 381-412. 

[32] Lang S., Cyclotomic fields I and II, Springer- Verlag, deuxieme edition combinee, 
1990. 

[33] Ribet K., Congruence relations between modular forms, Proc. ICM Warsaw, 1983, 
503-514. 

[34] Ribet K., On modular representations of Gal(Q/Q) arising from modular forms, 
Inventiones Math. 100, 1990, 431-476. 



76 



C. BREUIL & F. DIAMOND 



[35] Saito T., Hilbert modular forms and p-adic Hodge theory, Compositio Math. 145, 
2009, 1081-1113. 

[36] Savitt D., Breuil modules for Raynaud schemes, J. Number Theory 128, 2008, 
2939-2950. 

[37] Serre J.-P., Sur les representations modulaires de degre 2 de Gal(Q/Q), Duke 

Math. J. 54, 1987, 179-230. 
[38] Shimura G., On canonical models of arithmetic quotients of bounded symmetric 

domains, Ann. Math. 91, 1970, 144-222. 
[39] Taylor R., On Galois representations associated to Hilbert modular forms, Inven- 

tiones Math. 98, 1989, 265-280. 
[40] Taylor R., Wiles A., Ring theoretic properties of certain Heche algebras, Ann. 

Math.141, 1995, 553-572. 
[41] Tokimoto K., On the reduction modulo p of representations of a quaternion division 

algebra over a p-adic field, prepublication 2012. 
[42] Vigneras M.-F., Correspondance modulaire Galois- quaternions pour un corps p- 

adique, Springer- Verlag Lecture Notes 1380, 1989, 254-266. 
[43] Vigneras M.-F., Correspondance de Langlands semi-simple pour GL(n, F) modulo 

l^p, Inventiones Math. 144, 2001, 177-223. 

[44] Wiles A., Modular elliptic curves and Fermat's Last Theorem, Ann. Math.141, 
1995, 443-551. 



C. Breuil, Batiment 425, C.N.R.S. et Universite Paris-Sud, 91405 Orsay Cedex, France 
E-mail : christophe.breuil@math.u-psud.fr 

F. Diamond, Department of Math., King's College London, Strand, London WC2R 2LS, U.K. 
E-mail : f red . diamondOkcl .ac.uk 



